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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ИМПУЛЬСА В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКЕ С ЖИДКОСТЬЮ ПРИ НАЛИЧИИ ЗАКУПОРКИ 

 
Исследуется распространение неустановившейся волны от торца в 

полубесконечной цилиндрической оболочке при наличии в оболочке на 
некотором удалении закупорки. Предполагается, что материал оболочки – 
вязкоупругий, жидкость – вязкая. Движение оболочки описывается теорией 
Кирхгофа–Лява, движение жидкости – уравнениями, осредненными по 
поперечному сечению. Задача решается преобразованием Лапласа по времени с 
последующим численным обращением. Проводится анализ численных 
результатов для давления и радиального перемещения оболочки при наличии 
закупорки. 

 
Распространение гидроупругих волн в цилиндрической 

оболочке, заполненной жидкостью, представляет большой научный и 
прикладной интерес как в инженерных приложениях, так и в 
гидродинамике. И не случайно эта проблема была предметом 
многочисленных исследований [2-4,6,9-11], в частности, отметим [12], 
где приведена обширная литература, характеризующая состояние 
проблемы. 

Ранее были рассмотрены задачи для полубесконечной 
однородной оболочки [5, 14]. Рассматриваемая здесь задача 
существенно усложняется из-за наличия закупорки в оболочке на 
расстоянии х=х0 от начала приложения импульса давления в сечении 
х=0, что моделирует ситуацию в кровеносном сосуде с тромбом. 

Постановка задачи. Движение оболочки описывается 
уравнениями теории оболочек Кирхгофа-Лява с учетом вязкоупругих 
свойств согласно модели Кельвина–Фойгта. Различные применяемые 
модели вязкоупругости представлены в [13]. В случае 
осесимметричных колебаний математическая постановка задачи 
представляется в виде: 
дифференциальные уравнения движения оболочки 
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дифференциальные уравнения движения жидкости [1] 
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граничные условия на торце ( x =0) 
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граничные условия в сечении закупорки ( x = 0x ) 
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где параметры 1v , 1p , 1u x , 1u r вычисляются в области 00 xx << , а 

параметры 2v , 2p , 2u x , 2u r  вычисляются в области 0xx > ; 
условия на бесконечности  
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,τv,τp,τu,τu →=== xxxx rx при ∞→x ;  (7) 
начальные условия 
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В (1)–(8) приняты обозначения  
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Здесь v0 – характерная скорость течения, Re – число Рейнольдса, К – 
объемный модуль упругости, v – средняя скорость, определяемая 
зависимостью  

∫=
R

0

2 v2vπR drr xπ . 

 
Метод решения. Начально-краевая задача (1) – (7) решается 

методом преобразований Лапласа по времени τ 
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где s – параметр преобразований Лапласа. 

После некоторых преобразований для давления pL может быть 
получено следующее разрешающее уравнение 
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индекс L обозначает изображение соответствующей величины. 
 

Решение уравнения (9) в области ( 00 xx << ) записывается в 
виде 
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Учитывая условия убывания при x → ∞  (7), решение уравнения (9) в 

области 0xx >  принимает вид: 
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В решениях (10), (11) km (m=1,2,3,…8) – комплексно-сопряженные 
корни характеристического уравнения, соответствующие 
дифференциальному уравнению (9). Скорости и перемещения 
определяются аналогично. 

Подставляя решения в граничные условия (5), (6), получим в 
области изображений систему уравнений для определения 
коэффициентов А1, А2, А3, …, А12 : 
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где первые четыре уравнения (n = 1,2,3,4) определяются при x =0, а 
остальные (n = 5,6,…,12) определяются в месте закупорки при 0x x= .  

В дальнейшем решения были получены для импульса, 
соответствующего реальному изменению пульсового давления 
сердца: 

ατ2
0 eτA)τ,(p −

= =xx ,      (13) 
 

где А =2,432⋅10–4,    α=0,018. 
 

Численные расчеты и анализ результатов. Численное 
обращение преобразования Лапласа применялось на основе рядов 
Фурье по синусам [8] при следующих параметрах: 

 
U = 0,02191, Re = 2340,  А=4,073,  В=5,431, 

 
k0 = 0,6,  a= 0,2178⋅10–4, k = 8,1459,   0x =12. 

 
Некоторые результаты расчетов представлены на рис.1,2,3,4. 

Здесь показаны изменения давления  ( ) 2
00 vρpp = и радиального 

перемещения u u Rr r=  в зависимости от времени τ  для различных 
сечений в оболочке. 

На рис.1 кривая 1 соответствует форме начального импульса 
(13) в сечении 2x = , если по всей длине оболочки тромб отсутствует, 
а кривая 2 соответствует импульсу давления в том же сечении 2x = , 
но в оболочке в сечении 12x =  имеется тромб. 

На рис.2 так же показано развитие начального импульса, но 
результаты вычисляются в сечении 10x = . Кривая 1 – в оболочке нет 
тромба, кривая 2 – в оболочке в сечении 12x =  находится тромб. 

На рис.3 кривая 1 соответствует значению радиального 
перемещения в сечении 2x =  при условии, что в оболочке тромба нет, 
а кривая 2 соответствует значению перемещения в том же сечении 

2x = , но в оболочке при 12x =  имеется тромб. 
На рис. 4 показаны значения радиального перемещения в 

сечении 10x =  при отсутствии тромба – кривая 1 и при наличии 
тромба в 12x =  – кривая 2. 
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Рис. 1. Изменение давления ( ) 2
00 vρpp =  в зависимости от времени τ: 

1 – импульс давления в сечении 2x = , если нет тромба; 

2 – импульс давления в сечении 2x =  при наличии тромба в 12x = . 
 
 

 
 

Рис. 2. Изменение давления ( ) 2
00 vρpp =  в зависимости от времени τ: 

1 – импульс давления в сечении 10x = , если нет тромба; 
2 – импульс давления в сечении 10x =  при наличии тромба в 12x = . 
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Рис. 3. Изменение радиального перемещения Ruu rr =  в зависимости от 
времени τ: 

1 – радиальное перемещение в сечении 2x = , если нет тромба; 
2 – радиальное перемещение в сечении 2x =  при наличии тромба в 12x = . 

 
 

 
Рис. 4. Изменение радиального перемещения Ruu rr =  в зависимости от 

времени τ: 
1 – радиальное перемещение в сечении 10x = , если нет тромба; 

2 – радиальное перемещение в сечении 10x =  при наличии тромба в 12x = . 
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Если сравнить результаты распространения импульса давления 
рис.1,2 и радиального перемещения рис.3,4 в соответствующих 
сечениях 2x =  и 10x =  при отсутствии тромба и при его наличии, то 
видно, что для небольших удалений от начала оболочки ( 2x = ) 
влияние тромба незначительно. Если же рассматривать значение этих 
же параметров вблизи тромба ( 10x = ), то наличие тромба в оболочке 
имеет значительное влияние на значение импульса и перемещения. 

Если сравнивать результаты распространения импульса 
давления рис. 1,2 и радиального перемещения рис 3,4 с 
экспериментальными данными задач биомеханики, то кривые 1 
рис.1,2,3,4, которые соответствуют граничным условиям защемления 
торцов оболочки (5), дают более точное качественное соответствие с 
данными наблюдений [7,11 ]. 

 
 
Работа выполнена при поддержке Государственным фондом 

фундаментальных исследований (Грант 01.07/00079). 
 
 

І.Т.Селезов, О.В.Звонарьова. Поширення імпульсу в циліндричній 
оболонці з рідиною при наявності закупорки. 

 
РЕЗЮМЕ . Досліджується поширення неусталеної хвилі від торця в 
напівнескінченній циліндричній оболонці при наявності в оболонці на деякому 
віддаленні закупорки. Припускається, що матеріал оболонки - в'язкопружний, 
рідина - в'язка. Рух оболонки описується теорією Кірхгофа-Лява, рух рідини -
рівняннями, усередненими по поперечному перерізу. Задача розв'язується 
перетворюванням Лапласа за часом з наступним чисельним оберненням. 
Проводиться аналіз чисельних результатів для тиску і радіального переміщення 
оболонки при наявності закупорки. 
 
 

IT. Selezov, O.V. Zvonareva. Pulse propagation in cylindrical shell with fluid in the 
presence of congestion. 

S U M M A R Y . Unsteady wave propagation from the end face of a semi-infinite 
cylindrical shell in the presence of congestion at some distance from the end face. It is 
assumed that shell material is viscoelastic and fluid is viscons. The motion of shell is 
described by the Kirchhoff-Love theory, the fluid motion by the equations averagied 
over the cross-sertion. The problem is solved by the Laplace transform in time with a 
consequent numerical inversion. The analysis of numerical results for pressure and shell 
radial displacement in the presence of congestion is carried out. 
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