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О МАЛЫХ ДВИЖЕНИЯХ ЧАСТИЧНО ДИССИПАТИВНОЙ 
ГИДРОСИСТЕМЫ, СОСТОЯЩЕЙ ИЗ 

СТРАТИФИЦИРОВАННЫХ ЖИДКОСТЕЙ 
 

В работе рассматривается задача о малых движениях системы тяжелых 
несмешивающихся стратифицированных жидкостей, частично заполняющих 
неподвижный сосуд. Получены условия, при которых существует сильное 
решение начально-краевой задачи, описывающей данную гидросистему. 
 

Рассмотрим неподвижный сосуд, частично заполненный 
системой из несмешивающихся жидкостей. Жидкости 
предполагаются тяжелыми, и в силу этого действие капиллярных сил 
в задаче не учитывается. Область 1Ω , нижняя по отношению к 
действию силы тяжести, заполнена вязкой стратифицированной 
несжимаемой жидкостью с коэффициентом динамической вязкости 

0>µ . Область 2Ω  заполнена идеальной стратифицированной 
несжимаемой жидкостью. При этом плотности 1ρ  и 2ρ  )( 21 ρρ >  
соответственно вязкой и идеальной жидкости в состоянии покоя 
изменяются вдоль вертикальной оси. 

Обозначим через )2,1( =ini
r  единичный вектор, нормальный к 

iΩ∂  )2,1( =i  и направленный вне ).2,1( =Ω ii  Через iS  обозначим 
часть стенки сосуда, граничащей с областью ).2,1( =Ω ii  

Представим ,\ 2122 ГГSГ ∪=Ω∂=  где 1Г  и 2Г  - это нижняя и 
верхняя граница области 2Ω  соответственно. Для 1Ω  имеем 

.\ 111 SГ Ω∂=  Введем систему координат ,321 xxOx  жестко связанную с 
сосудом, таким образом, что ось 3Ox  направлена против действия 
силы тяжести, а начало координат находится на поверхности .1Г  

Будем рассматривать основной случай устойчивой 
стратификации жидкостей по плотностям 2,1,)( 3 == ixii ρρ : 
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Рассмотрим малые движения жидкостей, близкие к состоянию 
покоя. Пусть iii Гxxt ∈= ˆ),ˆ,(ςς  представляют собой отклонения сво-
бодно движущихся поверхностей жидкостей )(tГi  от )2,1( =iГi  по 
нормали ;inr  ),,( xtpp ii =  ix Ω∈  - отклонения полей давлений от 
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равновесных; ),(~~ xtii ρρ =  - отклонения полей плотности от исходных 
.)2,1()( 3 =ixiρ  Обозначим через )2,1( =iui

r  поля скоростей в жидко-
стях. Тогда малые движения исходной системы жидкостей 
описывается решениями следующей начально-краевой задачей: 
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Применяя метод ортогонального проектирования [1] к задаче (1) – (4), 
сведем исходную задачу к задаче Коши для операторного уравнения в 
гильбертовом пространстве: 
 

,
0
0

~

00
000
000

~

00
000
000

00

2

1

1

1

1

*
2

*
1

1

211

1

1

1

43

)(

21

12

1





















=





































−
−
−

+





































ΩΖ

f

f

v

u

ML
L

LLGA

v

u

dt
d

KK
I

I
KK

Г

rrr

ρ
ςγ

µ

ρ
ς

 

 
( ) ( ) ,;~;;:)0();0(~);0();0( 00

1
0
1

0
1111

tt vuvu ρςρς
rr

=  
 



О малых движениях частично диссипативной гидросистемы, состоящей из 
стратифицированных жидкостей 

 

ISSN 0203-3755. Динам. системы, 2004, Вып. 18 121

( ) ,:)(),(;~;; 112,211,0111 11
HHLJvu ГS

t =⊕ΩΖ⊕⊕Ω∈ ρρς
rr  

 

где { },)(0),(0),(:),( 11111211,0 1
SнаnuвudivLuJ S =⋅Ω=Ω∈=Ω
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{ },1)(
11,212 ГГLГL ⊕=  )( 12 ΩΖ  – гильбертово пространство со 

скалярным произведением ( ) ( ) ,:, 1
12

11
2

)(
112

Ω= ∫Ω

−
ΩΖ dNg φϕρφϕ  H  – 

гильбертовое пространство, связанное с идеальной жидкостью. 
Введем следующие обозначения: 
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Теорема 1. Если функции ,iur  ,iς  )2,1(~ =iiρ  являются классическим 
решением задачи (1) – (4), тогда функция y(t) является решением 
задачи Коши в пространстве 1H  для операторного уравнения  
 

.)0(),( 0yytfBy
dt
dyJ ==+                               (5) 

 

Оператор-матрицы J и B имеют следующие свойства: 
1. Оператор J является самосопряженным в ,1H  положительно 
определенным и ограниченным. 
2. Оператор 1−A  является самосопряженным в ,),( 11,0 1

ρΩSJ
v

 
положительным и компактным. 
3. Оператор iM является самосопряженным в H и неограниченным. 
4. Оператор 1γ  является сопряженным к оператору 1G  и 
неограниченным. 
5. Операторы 1L  и 2L  являются ограниченными.  
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Определение 1. Сильным решением задачи Коши (5) назовем 
функцию y(t) такую, что )()( BDty ∈  для любого t из промежутка 
[0,T], ( ),];,0[)( 1HTCtBy ∈  ( )1

1 ];,0[)( HTCty ∈  и для любого t из 
промежутка [0,T] выполнено уравнение из (5). 

Произведем в уравнении (5) замену .)()( tzety t=  В результате 
получим для неизвестной функции ( )tz  задачу Коши: 

 

( ) ( ) ,)0(,)( 0yztfezPJzPB
dt
dzJ t ==−+++ −εε              (6) 

 

где число 0>ε  выбрано таким образом, что .0>>− PJ ε  
Оператор PB ε+  не является замкнутым из-за того, что 

оператор 1γ  неограничен в ),( 11,0 1
ρΩSJ

r
 и ).()( 1 ADD ⊃γ  Таким 

образом, оператор PB ε+  не является максимально аккретивным. 
Введем следующие обозначения:  
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Лемма 2. Замыкание PBB ε+=:0  оператора )0( >+ εεPB  есть 
максимально аккретивный оператор. При этом 
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Рассмотрим теперь задачу Коши с замкнутым оператором 
 

( ) .)0(,)( 0
0 yztfezPJzB

dt
dzJ t ==−++ −ε                    (7) 

 
Здесь оператор PJB ε−+0  – максимально аккретивный. 

Оператор J самосопряженный, положительно определенный и 
ограниченный в 1H , значит, для него существует оператор .1−J  
Преобразуем (7) к виду  

 

,)0(,)(~ 01 yztfJezB
dt
dz t ==+ −−                             (8) 

 
где .)(:~

0
1 PJBJB ε−+= −  

Введем в 1H  эквивалентную норму по формуле  
 

( ) .,,:, 11
HyxyJxyx H ∈∀=                                  (9) 

 

Легко проверить, что оператор B~−  будет максимальным 
диссипативным оператором в новом скалярном произведении. Тогда 
согласно [2] задача Коши (8) имеет единственное сильное (по 
переменной t ) решение на промежутке [ ]T,0 , если выполнены 
следующие условия: 
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Далее можно доказать, что задача Коши (7) имеет единственное 
сильное решение, если  
 

( ).];,0[)(,)( 1
10 HTCtfBDy ∈∈  

 
Отсюда задача Коши (5) имеет единственное сильное решение, 

если ( ).];,0[)(,)( 1
10 HTCtfBDy ∈∈  Как следствие этого факта имеем 

следующую теорему. 
 

Теорема 2. Начально-краевая задача (1)-(4) имеет единственное 
сильное решение на промежутке [0,T], если выполнены условия: 
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Д.О. Цветков. Про малі рухи частково дисипативної гiдросистеми, яка 
складається із стратифiкованих рiдин. 
 
РЕЗЮМЕ . У даній роботі розглянуто задачу про малі рухи стратифікованих 
рідин, що не змішуються, щільности яких у стані рівноваги мають стійку 
стратифікацію. Доведено теорему існування сильного розв'язання початково-
крайової задачі. 
 
 
D.O. Tsvetkov. On small motions of a partially dissipative hydrosystems consisting 
of stratified fluids. 

 

S U M M A R Y . The problem on small motions of a partially dissipative hydrosystems 
consisting of stratified fluids is investigated on the base of a new approach connected 
with application of so-called operator matrices theory with unbounded entries. The 
theorem on strong solvability of initial value problem is proved. 
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