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ЗАДАЧА О ДВИЖЕНИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА С ПОЛОСТЬЮ, 
ПОЛНОСТЬЮ ЗАПОЛНЕННОЙ ВЯЗКОУПРУГОЙ ЖИДКО-

СТЬЮ 
 
 

Доказывается существование единственного сильного решения эволюцион-
ной задачи, исследуется структура спектра и свойства собственных элементов за-
дачи о движении твердого тела с полостью, полностью заполненной вязкоупругой 
жидкостью. 
 
1. Постановка задачи. Пусть имеется твердое тело с полостью, 
полностью заполненной вязкоупругой жидкостью. Область, занимае-
мую жидкостью, обозначим Ω, а границу области Ω --  S. 

Данная механическая система является гиростатом. 
Введем подвижную систему координат O x1 x2 x3, жестко связан-

ную с телом, ее точку отсчета совместим с центром масс. 
Будем считать, что в невозмущенном состоянии система покоит-

ся, а затем начинает совершать малые движения вокруг неподвижного 
центра масс. 

Линеаризованное уравнение момента количества движения при 
отсутствии движения в невозмущенном состоянии имеет вид: 
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ε =  - угловое ускорение тела, ),( xtur  - поле относительной 

скорости, fs JJJ += - тензор инерции всей системы. 
Линеаризованное уравнение вязкоупругой жидкости в полости Ω 

при условии 00 =Ω , имеет вид (см. например, [2]): 
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ν  - кинематическая вязкость жидкости, ),...,1( 0 ,0 mjii =>> γα , p - 
поле давлений жидкости, f  - малое поле внешних сил. 

Таким образом, начально-краевая задача (1-4) описывает малые 
движения гиростата с полостью, заполненной вязкоупругой жидко-
стью. 

 
2. Переход к дифференциальному уравнению в гильбертовом 

пространстве. Выразим угловое ускорение 
dt

dϖ
ε =  из уравнения (1) 

и подставив его в уравнение (2), получим: 
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Применив к обеим частям уравнения (5) ортопроектор 0P  на про-
странство )(0 ΩJ , приходим к задаче: 
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Оператор 0A  называется оператором Стокса и обладает следую-
щими свойствами (см., например, [1]): ∗= 00 AA , 0A  – положительно 
определенный с дискретным спектром с предельной точкой +∞=λ . 

В [1] исследуются свойства оператора переноса ∗= BBB  : – поло-
жительно определен, оператор BI −  – положительный, ∞<)(dim BR , 

))(()( 0
1 Ω− − JLBI . 

 
3. Существование решения эволюционной задачи. Перейдем 

от уравнения (6) к дифференциальному уравнению в ортогональной 
сумме подпространств  k

m
k HH 0=⊕= , )(: 0 Ω== JHH k . 

Для этого введем новые искомые функции: 
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Из соотношений (8) следует, что   
,0)0(0 =ur  
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Соотношения (8), (9) приводят к системе линейных дифференци-
альных уравнений относительно функций ),...,1( ),( mjtu j =

r :   
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Матричный вид данной системы имеет вид: 
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Лемма. Оператор  AI 1−  является максимальным аккретивным. 
Доказательство. Введем в пространстве H  новое скалярное 

произведение HH vuIvu ),(, =>< . 
Тогда для любого u из )(AD :  
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Аналогично можно показать и для  *1 )( AI − . Лемма доказана. 
Неоднородная задача Коши (6) эквивалентна задаче (12): 

.)0(, 011 uufIAuI
dt
du

==+ −−     (12) 

Задача (12) является задачей Коши для дифференциального урав-
нения первого порядка с максимальным аккретивным оператором.  

Основываясь на результатах теории сжимающих полугрупп, при-
ходим к выводу 

Теорема. Задача (12) имеет единственное сильное решение, оп-
ределяемое формулой 
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при условии )(0 ADu ∈ , а функция )(tf непрерывно дифференци-
руемая со значениями в )(0 ΩJ . 

Возвращаясь к исходной начально-краевой задаче, получим 
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Теорема. Если в задаче (6) функция 0u  дважды непрерывно-
дифференцируема, )(tf  - непрерывно-дифференцируемая со значе-
ниями в )(0 ΩJ , то задача (6) имеет единственное сильное решение. 

 
4. Нормальные колебания маятника, с полостью полностью 

заполненной вязкоупругой жидкостью. Рассмотрим однородную 
систему уравнений (10). Зададим решения системы в ви-
де texuxtu λ−= )(),( . Тогда 
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Исключая из (14) элементы  ju , приходим к задаче 
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Применив слева оператор 1)( −− BI , получим 
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Исходя из спектральной задачи (15), собственные элементы зада-
чи совпадают с собственными элементами оператора Стокса 0A , соб-
ственные значения являются решениями серии характеристических 
уравнений: 
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Можно показать, используя новое скалярное произведение в про-
странстве ), )((,:)(0 vuBIvuJ −>=<Ω , что оператор 1)( −− BI 0A  явля-
ется самосопряженным, положительно определенным оператором.  

Из свойств этого оператора следует, что его спектр является дис-
кретным с предельной точкой ∞+ . 

Исследования уравнений (16) показали, что можно выделить сле-
дующие свойства спектра задачи: 

1. Для любого натурального n уравнение (16) имеет 1+m  корень, 
из них более двух могут быть невещественными комплексно сопря-
женными, остальные действительные и положительные. 

2.Для любого натурального n  существует не более 2-х вещест-
венных корней уравнения, расположенных левее 1γ . 

3. При достаточно больших n  комплексно сопряженные пары 
отсутствуют и поэтому невещественных собственных значений не бо-
лее конечного числа. 
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4. Собственные значения задачи (15) при всех n  можно разбить 
на 1+m  серию, имеющую в качестве предельных точек kβ – корни 

)(0 λE  и ∞+ . При этом собственные значения nkλ , отвечающие серии 
с номером k , расположены на промежутке ),( 1+kk γβ . Собственные 
значения ∞nλ с предельной точкой ∞+  расположены на промежутке 

),( 1 +∞+mγ . 
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