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ОБ УСЛОВИЯХ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
ПРИ ОДНОМ РЕЗОНАНСЕ ЧЕТНОГО ПОРЯДКА 

 
В задачах об устойчивости при внутреннем резонансе четного порядка 

возникают осложнения, вызываемые тем, что в системе дифференциальных урав-
нений, описывающей процесс, записанной в нормальной форме кроме членов 
внутреннего резонанса присутствуют и члены тождественного резонанса. Здесь в 
отличие от резонансов нечетного порядка, хотя и существует возможность асим-
птотической устойчивости, необходимые и достаточные условия устойчивости во 
всем пространстве получить нельзя [1]. 

Впервые на эту особенность обратил внимание В.И. Арнольд [2]. 
 

1. Общий случай и постановка задачи. Рассмотрим наиболее важ-
ный для приложений случай резонанса четвертого порядка, где для 
чисто мнимых −= ),...,1( qiiλ собственных значений и базисных 
частот ),...,1( mkk =ω  критической системы вида 
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выполняется соответствующее резонансное соотношение 
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коэффициенты −)( j
sp целые положительные и отрицательные числа, 

включая нуль; −θ целое число; −)( jM целочисленный вектор раз-
мерности m , −jl порядок резонанса. 
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Критическую систему (1) можно представить в виде 
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где −− qzz, мерные комплексно-сопряженные, px − -мерный век-

торы; −)()( , ll
s YZ α однородные полиномы степени l , имеющие ту же 

структуру, что и ),()( txY l  исходной системы. 

Полагая в (2) )n(np...p 4241 ≤≤=++  и используя из-
вестную процедуру нормализации [3] в полярных координатах 

ss i
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Для получения достаточных условий устойчивости системы (4) в [1] 
применялась функция Ляпунова вида 
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производная которой в силу (4) 
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Отрицательная определенность квадратичной формы в (5) означала 
бы, что условия асимптотической устойчивости были бы выполнены. 
2. Критерий асимптотической устойчивости при резонансе 1:3 для 
системы с двумя степенями свободы. Рассмотрим задачу о построе-
нии критерия асимптотической устойчивости нулевого решения в 
случае двух пар чисто мнимых корней ( )2=q  при внутреннем резо-
нансе .3 21 λλ −= . Модельная система в комплексно-сопряженных пе-
ременных будет иметь вид: 
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Уравнения для 1v  и 2v  сопряжены с уравнениями системы (6). В (6) 

перейдем к полярным координатам 21, rr  и θ  по формулам: 
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Здесь ).2,1,(; =+=+= nmibaRibaR mmmmnmnmn  Рассмат-
ривая функцию 

),(cos22 3
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111 λθα +−++= rrrDrrDrDV  

где ijD , α  и −λ постоянные подлежащие определению; в силу (7) 
получим производную V : 
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Исследуем возможность того, что .0≤⋅VV &  Очевидно, что 
−⋅VV & форма 5-й степени 
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Осуществим замену переменных: ., 2
2

2
1 yrxr ==  Тогда будем 

иметь: 
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В силу того, что 0≥x  и 0≥y , исследуем свойства отрицательной 

знакоопределенности ),(* yxΦ  в первом координатном углу. Для 

этого применим известный критерий [4]. Форма ),(* yxΦ  будет от-
рицательно определена в конусе 0≥x , 0≥y  тогда и только тогда, 
когда системы нелинейных алгебраических уравнений: 
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не имели ненулевых решений в рассматриваемой области для любых 
0≥µ . Здесь 

.;)cos(2
;2;)cos(2

;2;)cos(2
;2;)cos(2

;2;0;

02210,009,1

0112228,217,3

0111122226,425,5

1112123224,633,7

2113122,81,93110.10

BDABA
BDBDABA

BDBDBDABA
BDBDBDABA

BDBDAABDA

=+−=

+=+−=

++=+−=

++=+−=

+===

λθα

λθα

λθα

λθα

 

Очевидно, что системы (9), если 00,10 ≤A  и 010,0 ≤A . 
Далее, если (8) имеет указанное выше решение, то результант ее 

уравнений равен нулю. Тогда будем иметь 
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Отсюда - условие, необходимое для того, что бы система (8) не имела 
ненулевых решений в области 0≥x , 0≥y , примет вид 

( )( ) .,,,,,, AAAAAA 010010 911910001019010 ≤−−             (10) 
Возвращаясь к прежним обозначениям в (10), получим: 
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