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ЭВОЛЮЦИОННОЕ УРАВНЕНИЕ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА ДЛЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛНОВЫХ ПАКЕТОВ ПРИ ОКОЛОКРИТИ-

ЧЕСКИХ ВОЛНОВЫХ ЧИСЛАХ 
 

 Рассмотрена нелинейная задача о распространении волновых пакетов на 
поверхности контакта двух жидких полуограниченных сред в случае малых час-
тот, что соответствует околокритическим волновым числам. Применен метод 
многомасштабных разложений до четвертого приближения. Получено условие 
разрешимости линейной задачи, соответствующей четвертому приближению, на 
основе которого получено эволюционное уравнение – нелинейное уравнение 
Шредингера третьего порядка, содержащее одну производную по пространствен-
ной координате и три производных по времени. Отмечено, что полученное эво-
люционное уравнение имеет смысл для всех волновых чисел. 

 
Основные тенденции проблемы нелинейного распространения 

волновых пакетов на поверхности жидкости и вдоль поверхности раз-
дела жидких сред отражены в фундаментальных работах [1-3]. В ра-
боте [4] представлено исследование эволюции волновых пакетов ко-
нечной амплитуды на поверхности жидкого слоя. Задача о распро-
странении волновых пакетов конечной амплитуды вдоль поверхности 
контакта двух полуограниченных жидких сред рассматривалась в 
статьях [5], [6], где методом многомасштабных разложений до третье-
го приближения было получено эволюционное уравнение, представ-
ляющее собой нелинейное уравнение Шредингера второго порядка. 
Аналогичная задача, для гидродинамической системы «слой - полу-
пространство» была рассмотрена для случаев малых и больших частот 
в работах [7] и [8]. Для учета импульсов бóльших амплитуд необхо-
димо рассматривать высшие приближения рассмотренных задач. В 
настоящей работе получено эволюционное уравнение в четвертом 
приближении задачи распространения волновых пакетов вдоль по-
верхности контакта двух жидких сред с учетом поверхностного натя-
жения в случае околокритических волновых чисел. 

 

1. Постановка и метод решения нелинейной задачи Матема-
тическая постановка задачи о распространении волновых пакетов 
вдоль поверхности контакта ),( txz η=  двух полуограниченных жидких 
сред 



Эволюционное уравнение третьего порядка 
______________________________________________________________________ 

ISSN 0203-3755. Динам. системы, 2001, Вып. 17 59

{ })0,,),,,(1 <∞<<∞−∞<<∞−=Ω zyxzyx   
и     { })0,,),,,(2 >∞<<∞−∞<<∞−=Ω zyxzyx  

в декартовой системе координат ),,( zyx  представляется в виде 
02 =∇ jϕ              в        jΩ ,      ( 2,1=j )       (1) 

xxjzjt ,,,, ηϕϕη −=−            на ),( txz η= , ( 2,1=j ),           (2) 

−∇−∇+−+− 2
2

2
1,2,1 )(5.0)(5.0)1( ϕϕηρρϕϕ tt  

0)1( ,
2/32

, =+− −
xxx ηη      на ),( txz η= ,              (3) 

0|| →∇ jϕ   при  ∞→ mz ,   (4) 
где  )2,1( =jjϕ -  потенциалы скоростей в жидких средах, η  - отклоне-
ние поверхности контакта жидких сред, 12 / ρρρ = . 

Безразмерные переменные в задаче (1)-(4) введены на основе 
характерной длины 2/1

1 )/( gT ρ , характерного времени 2/1)/( gl , плот-
ности нижней жидкой среды 1ρ , где T  - поверхностное натяжение, g  
- ускорение свободного падения. 

Для построения приближенных решений задачи (1)-(4) приме-
няется метод многомасштабных разложений [9] 
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где ε  -  малый безразмерный параметр, xx n
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n ε= . Быстрый 
масштаб  0t  и короткий масштаб  0x  характеризуют частоту и длину 
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ния фазы и амплитуды волны.  
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производные по временной координате t  могут быть записаны анало-
гично производным по пространственной координате x . 
В постановке задачи (1)-(4) имеются выражения, которые можно пе-
реписать в следующем виде 
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Подстановка соотношений (5) - (9) в  (1) -- (4) и последующее 
приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях ε  приводит 
к четырем линейным задачам относительно неизвестных величин 

iii 21 ,, ϕϕη .  
2. Вывод условия разрешимости четвертого приближения 

Приведем постановку задачи в четвертом приближении, полученную 
приравниванием коэффициентов при 4ε  
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Первые три линейные задачи исследованы Найфэ в статье [6], 

где получено эволюционное уравнение в третьем приближении, а 
также исследовано на устойчивость решение этого уравнения, зави-
сящее только от временной координаты. Здесь приведем некоторые 
результаты, полученные ранее: 

дисперсионное соотношение 
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решения в первом приближении 
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условие разрешимости линейной задачи второго приближения 
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решения во втором приближении 
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A и A - огибающая волнового пакета и ее комплексно сопряженная 
величина; cc- в каждой формуле обозначает величину, комплексно 
сопряженную всему выражению, стоящему перед ней. Условия раз-
решимости представлены в виде (15) и (17) для случая околокритиче-
ских чисел 2/1)1( −=→ ρckk , что соответствует малым частотам 
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а остальные коэффициенты являются корнями соответствующих сис-
тем, имеющих следующий вид в матричной форме 
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После определения решений первых трех приближений (14), (16), (19) 
необходимо подставить их в линейную задачу четвертого приближе-
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где коэффициенты определяются из уравнений (10) приравниванием 
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1212111111 ,
1

,
2

,
2

,
3)4(

11 2 txxxtxxxxx AikAkiAkAkF ωω  

+−−− −−
3321 ,,

1
,

1
txtx AAkAik ω  

+Λ+−+
11 ,

2
,

2 )5.0(5.0 tx AAkkAkAω  

1,
132 ])116)1()1((2[ xAAALkkk −Λ++−++−+ ρρωω  

−++−++−−+ −1232 ]64)1()1(5[2{ Lkkkkk ωρρω  

1,
132 }]4)1()1(4[2 tAAALkk −Λ+−++− ρρω , 

−−−+= −−−−
1212111111 ,

1
,

2
,

2
,

3)4(
12 2 txxxtxxxxx AikAkiAkAkF ωω  

+−−− −−
3321 ,,

1
,

1
txtx AAkAik ω  

+Λ−−+
11 ,

2
,

2 )5.0(5.0 tx AAkkAkAω  

+Λ++−++++ −
1,

132 ])116)1()1((2[ xAAALkkk ρρωω  

+++−++−++ −1232 ]64)1()1(5[2{ Lkkkkk ωρρω  

1,
132 }]4)1()1(4[2 tAAALkk −Λ+−+++ ρρω , 

−++−+−= −−
12111111 ,,

3
,

2)4(
13 2)1()1( xxtxxxtt AAkiAikF ρωρ  

++−+−+− −−−
122112 ,

1
,

2
,

2 )1(2)1()1( tttxtx AkAkAk ρρωρω  

+++ −
33 ,

1
, )1(2 tx AkiiA ρω  

[ ] +−Λ++−++
11 ,

2
,

22 )1()1(5.0)1(5.0 tx AAkiAAi ρρωρω  
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+Λ++−−−++ −−
1,

112232 })]1()[1(2]2)1([3{ xAAALkkkiki ρωρωρω  

−−++−+ −123 )1(2)1(5.0{ Lkiik ρωρω  

1,
12 }])1(21)[1(2 tAAALi Λ++−− −ρωρω , 

где 32 4)1()1(2 kkL −−−+= ρρω . 
Система (22) имеет определитель равный нулю, следовательно, ее ус-
ловием разрешимости является следующее выражение 

+++++−+− −−−
1233 ,

1
,

22
,

1 )1(2))1(2()1(2 ttxt AkAkkiAki ρρωρω  

−++++ −−
2112 ,

2
,

2 )1(2)1(2 xtxt AkAk ρωρω  

+++−− −−
12,

221 ))1((2 xxAkkk ρω  

=++++++ −−−
111111111 ,

42
,

3
,

2 )1()1(2)1( xxxxxtxtt AkiAkiAik ρωρωρ     (23) 

−Λ−−−−= ])1(4)1(16{[ 23 kiki ρρ  
+++−−+− 22224 )1(8)1(4)1(16 ωρρρ kikiki  

+++ −
1,

122 })1(4 tAAALki ωωρ  

+Λ−−−−+ − 22122 ])1(4)1(16{[ ωωρρ kiki  
−+−−+++ 42223 )1(4])1(2)1(20[ ωρωρρ ikiki  

1,
164 }24)1(6 xAAALikki −−−− ρ , 

Таким образом получена связь между частными производными перво-
го порядка 

33 ,, , xt AA , второго порядка 
12, ttA , 

12, xtA , 
21, xtA , 

12, xxA  и 
третьего порядка

111, xttA , 
111, xxtA ,

111, xxxA , которая дает возможность по-
лучить третье приближение эволюционного уравнения. 
 

3. Эволюционное уравнение при малых частотах Дифферен-
цирование дисперсионного соотношения (13) по частоте ω  дает сле-
дующие выражения для первой, второй и третьей производных волно-
вого числа 

kFk ,'1' −= ,     3
,, )'('''' kkk FFk −= ,     (24) 

5
,,,

2
, )'(]'''')''(3[''' kkkkkkk FFFFk +−= , 

где 2/12 ))1/()1((),( ρρωω ++−−= kkkF . 
После дифференцирования по считающимся независимыми перемен-
ным условий разрешимости второго и третьего приближений (15) и 
(17) имеем выражения для частных производных 

111111 ,
2

, ' tttxxt AkA = , 
111111 ,, ' tttxtt AkA −= , 

1212 ,, ' ttxt AkA −= , 

11112121 ,
2

0,,
2

, )('8'''5.0' ttttttxx AAJikAkikAkA
)

−+= ,  25) 
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11112121 ,
2

0,,, )(8''5.0' ttttttxt AAJiAikAkA
)

+−−= . 
Подставим соотношения (25) в условие разрешимости четвертого 
приближения (23) с учетом значений производных (24) и после гро-
моздких преобразований, произведенных в системе символьных вы-
числений Maple V.4, получаем уравнение вида 

=⋅−++
1112133 ,,,, '''6

1''' ttttttx AkAikAkA    (26) 

+⋅+⋅−+++= 222
0, 2[)]1()1('[168

1
kkkkJAAAJ t ρωρωω

))
 

1,
212 )()]1( tAAk ⋅+⋅+ −ρω , 

где 
×+−= −− 221 )31(5.0 kkLJ ρ

)
 

+Λ−−++−+−+−× − )1)]()1(4()1(2)41)(41({[ 212222 ρωρωρρρ kkkkk  
++−+−+−−+++ )31]()1()1(2)1()1(4[ 2222223 kkkk ρωρωρρρ  

)]}41(3)1(2))1()1(10()(1( 2442222 kkkk +−−+−+++++ ρωρωρρρ  
Условия разрешимости в случае околокритических волновых чисел 
(15), (17) и (26) составляют систему дифференциальных уравнений, 
связывающих частные производные огибающей волнового пакета. 
Домножим уравнения этой системы на ε , 2ε , 3ε  соответственно, и 
просуммируем полученные соотношения 

++++++
321321 ,

3
,

2
,,

3
,

2
, ''' tttxxx AkAkAkAAA εεεεεε  

=⋅−++
1112111 ,

3
,

3
,

2 '''6
1''''5.0 ttttttt AkAikAik εεε +AAJi 2

0
28

)
ε          (27) 

−++++ 2
0

3
,

3 )1('[168
1

kkJAAAJ t ρωεωε
))

 

1,
21212 )(]31[)]1( tAAkkk ⋅+−⋅+⋅− −− ρρω , 

Как известно, производные огибающей волнового пакета по про-
странственной и временной координатам до четвертого порядка мало-
го параметра ε  могут быть записаны в виде 

)( 4
3

1
,, εε OAA

n
x

n
x n

+= ∑
=

, )( 4
3

1
,, εε OAA

n
t

n
t n

+= ∑
=

,          (28) 

)(2 4
,

3
,

2
, 2111

εεε OAAA tttttt ++= , )(2 4
,

3
, 111

εε OAA tttttt += . 
Учитывая соотношения (28), перепишем уравнение (27) в виде 

+=⋅−++ AAJiAkAikAA ttttttx
2

0
2

,,,, 8'''!3
1''!2

1 )
ε  

−++++ 2
0

2
,

2 )1('[168 kkJAAAJ t ρωεωε
))

    (29) 

tAAkkk ,
21212 )(]31[)]1( ⋅+−⋅+⋅− −− ρρω . 

Полученное уравнение третьего порядка является эволюционным 
уравнением задачи о распространении волновых пакетов на поверхно-
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сти контакта двух жидких полуограниченных сред. Уравнение (29) 
представляет собой новое нелинейное уравнение Шредингера, содер-
жащее одну производную по пространственной координате и три про-
изводных по времени. Несмотря на то, что уравнение получено для 
случая околокритических волновых чисел, очевидно, что оно спра-
ведливо для всех волновых чисел, больших или равных критическому. 
 

Заключение В статье рассмотрена слабонелинейная задача о 
распространении волновых пакетов на поверхности раздела двух жид-
ких полуограниченных сред. Применен метод многомасштабных раз-
ложений до четвертого приближения. Получено условие разрешимо-
сти третьего приближения, представляющего собой связь между част-
ными производными по масштабным временным и пространственным 
переменным до третьих включительно. Рассмотрен случай околокри-
тических волновых чисел. С учетом условий разрешимости второго, 
третьего и четвертого приближения и дисперсионного соотношения 
получено эволюционное уравнение, являющееся уравнением Шредин-
гера третьего порядка, содержащее одну производную по пространст-
венной координате и три по времени. Полученное уравнение описы-
вает эволюцию волнового пакета для всех волновых чисел, как рав-
ных критическому волновому числу, так и больших, чем критическое. 

 
Работа выполнена при поддержке INTAS 99-1637 

 
 

 Список использованной литературы 
 

1. Уизем Дж. Линейные и нелинейные волны.- М.: Мир, 1977.  
2. Овсянников В.Л., Макаренко Н.И., Налимов В.И.  Нелинейные проблемы тео-

рии поверхностных и внутренних волн.- Новосибирск: Наука, 1985. 
3. Ceлезов И.Т. Моделирование волновых и дифракционных процессов в сплош-

ных средах.- Киев: наук. думка, 1989. 
4. Hasimoto H., Ono H. Nonlinear modulation of gravity waves // J. of the Phisical 

Soc. of Japan.- 1972.- 33.- P. 805-811. 
5. Kiang R.L. Nonlinear theory of inviscid Taylor instability near the cutoff wave 

number // Physics of fluids.- 1969.- Vol.12.-P. 1333-1339. 
6. Nayfeh A. Nonlinear propagation of wave-packets on fluid interface //Trans. of the 

ASME J. of Appl. Mech. Ser. E.- 1976.- 43, N4.- P. 584-588. 
7. Avramenko O.V., Selezov I.T. Nonlinear wave propagation in a fluid layer based on 

semi-infinite fluid // Доп. НАНУ.- 1997.- N 10.- С. 61-66. 
8. Селезов И.Т., Авраменко О.В. Нелинейное распространение волновых пакетов 

при малых частотах // Теорет. и прикл. механика.- 2000.- Вып.31.- С.151-157. 
9. Найфэ А. Методы возмущений.- М.: Мир, 1976. 

 
Поступила в редколлегию 12.97.2001 г. 


