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УДК 517.98 
 

И.В. ОРЛОВ, канд. физ.-мат. наук, доц., Таврический нац. ун-т 
 

КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ  
В ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

 
Классическое условие положительной определенности квадратичных форм 

в банаховом пространстве обобщается на квадратичные формы в локально выпу-
клом пространстве. 
 
1.1. Определение. Пусть E  – ЛВП с определяющей системой пред-
норм { }

Ttt ∈
⋅ , где T  индуктивно упорядочено в соответствии с воз-

растанием преднорм: 
).||||||(||)(

221121 tttt Ktt ⋅≤⋅⇒≤     (1) 

Если ∗∈ Ef , то найдется такой индекс Tftt ∈= )(  (определяемый с 
точностью до возрастания), что 

.|)(|sup:||||
1||||

+∞<=
≤

xff
tx

t      (2) 

Назовем t  нормальным индексом линейного непрерывного функцио-
нала f , а величину tf ||||  – ко-нормой f  (с индексом t ). Для всякого 

Tt ∈  обозначим также 
}.|||||{ ** +∞<∈= t

t fEfE     (3) 
1.2. Замечание. Нормальные индексы представляют собой частный 
случай проективных индексов функционалов [1] и вводились в [2]. В 
([3], п.2.3) отмечалась связь нормальных индексов с известной в тео-
рии двойственности λ -топологией ([4], 8.4.14–8.4.18). 
1.3. Теорема. Пространства )||||,( * t

tE ⋅  образуют разложение *E  в 
индуктивную шкалу банаховых пространств. 

Доказательство. Из (1) и (3), очевидно, следует, что t|||| ⋅  – 
преднорма в *

tE . Далее, если 0|||| =tf , то 0)( =xf  в некоторой окре-
стности нуля в E , откуда 0=f , т.е. t|||| ⋅  – норма в *

tE . Так как 
)||||,( * t

tE ⋅  можно рассматривать как сильное сопряженное к )||||,( tE ⋅ , 
то *

tE  полно относительно нормы t|||| ⋅ . Таким образом, )||||,( * t
tE ⋅  – ба-

наховы пространства ( Tt ∈ ). 
Далее, из (1) и (2) следует 

1
21

2 ||||||(||)( 21
t

tt
t fKftt ⋅≤⇒≤  при ),*

1tEf ∈   (4) 
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что означает непрерывность вложений )||||,()||||,( 2
2

1
1

** t
t

t
t EE ⋅⊂⋅ . Индук-

тивность порядка в T  влечет индуктивность построенной шкалы: если 
31 tt ≤ , 32 tt ≤ , то 

**
31 tt EE ⊂ , .**

32 tt EE ⊂  

Наконец, т.к. каждый элемент *Ef ∈  имеет нормальный индекс, то 
** EE

Tt
t =

∈
U , 

т.е. сумма построенной шкалы равна *E .      
1.4. Определение. Назовем построенное разложение нормальным раз-
ложением *E  и обозначим его *E : 

.)}||||,{( **
Tt

t
tEE ∈⋅=  

Индуктивный предел шкалы *E  (т.е. пространство *E  с индуктивной 
топологией относительно вложений ** EEt ⊂ ) мы будем обозначать 

*lim E . 
1.5. Замечание. Как показано в ([4], 8.4.14–8.4.18), топология индук-
тивного предела *lim E  – это так называемая λ -топология в *E , в 
широком классе пространств совпадающая с сильной топологией в 

*E . Мы выделим случай, когда λ -топология задается с помощью 
нормы. 
1.6. Определение. Назовем ЛВП E  гладким, если 

.||||||||lim:)(
12

1 0||||
21 








=+∈∀⇒≤

→
tt

h
xhxExtt

t

  (5) 

1.7. Примеры гладких и не гладких ЛВП. 
1) Пусть )(RlocCE =  – пространство вещественных непрерыв-

ных функций на R  с топологией локально равномерной сходимости, 
определяемой системой преднорм 0

||
|})(|sup||{|| ≥

≤
= t

ts
t sxx . Тогда при 

21 tt ≤  
.||||||||,0||||:0,

121 ttt xhxhhEhEx =+=≠∈∃∈∀   (6) 
Действительно, достаточно положить 
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тогда 
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tstx
tssx

shx  

и условие (6) выполнено. Остается заметить, что (5) вытекает из (6) 
тривиальным образом. Аналогичным образом, все пространства 

)(Rn
locC  – гладкие. 

2) Пусть E  – произвольное бесконечномерное ЛВП в слабой 
топологии ),( *EEσ , которой соответствует определяющее семейство 
преднорм 

;|)})(|,|,)(||,)((|max||{||
),1(21),,( *1 niEfnff

in
xfxfxfx

=∈
= KK  

здесь отношение порядка для индексов – включение. Для доказатель-
ства равенства (5) достаточно рассмотреть случай пары индексов 

)),(;( 21211 fftft == . Пусть Ex∈ . Выберем Eh∈  так, чтобы 
1ker fh∈ , 2ker fhx ∈+  (это, очевидно, возможно, т.к. 

codim 2))(ker)ker(( 21 ≤+ ffx I ). Тогда 
0|)(||||| 11

== hfh f , 0|)(||||| 22
=+=+ hxfhx f , 

откуда ( )
121

|||||)(||)(||,)(|max|||| 121 fff xxfhxfhxfhx ==++=+ . Таким 
образом, здесь также выполнено соотношение (6), откуда следует (5). 
Заметим, что соответствующее нормальное разложение сопряженного 
пространства *

σE  есть шкала всех конечномерных подпространств E . 
Отметим также, что, в отличие от примера 1), здесь выбор h  в (6) за-
висит от выбора 12 tt ≥ . 

3) Пусть ]1;0[∞= CE  со стандартной топологией, которой соот-

ветствует определяющая система преднорм ∞
=

= ≤≤
∑= 0

0

)(

10
}|)(|sup||{|| n

n

k

k

s
n sxx . 

Пусть ns
n esx =)( , Ehn ∈ , nshn /1|)(| < , )()()( shsxsy nnn += , где 

K,2,1=n  фиксировано. Тогда nnnnnnn xxyy 211 )]1()1([)1()1( −−−>−− , 
откуда по теореме о среднем  

,2)1(2
/1

2
/1

)1()1(
/1

)1()1(
)( 1

111
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и, следовательно, 
2)1(|)(|sup|||| 1

10
0 −−>′=′

≤≤
e

n
n

s
n nesyy .   (7) 

Из (6) следует 
,2)1()(|||||||||||| 11

001 −−+−>′+=+ e
n

n
n

nnnn neeyyhx  
откуда 
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.2)1()(||||lim 11
1

0|||| 0

−−+−≥+
→

e
n

n
n

nn
h

neehx
n

   (8) 

Т.к. n
n ex =0|||| , то из (7) получаем 

,||||))1(1(||||lim 0
211

1
0|||| 0

neenenn
h

xnhx nn
n

⋅−−+−≥+
→

 

что при любом 1≥n  противоречит (5) (где 01 =t , 12 =t ). Таким обра-
зом, E  не является гладким ЛВП. 
1.8. Теорема. Если E  – гладкое ЛВП, то вложения в шкале *E  – изо-
метрически изоморфные. 

Доказательство. Пусть Ttt ∈21, , 21 tt ≤ . Зафиксируем *
1tEf ∈  и 

для всякого 0>ε  выберем Ex∈  так, чтобы 

.||||
||||

|)(| 1

1

ε−> t

t
f

x
xf      (9) 

Выберем теперь, используя непрерывность f  и условие (5), такое 
Eh∈ , с достаточно малой преднормой 

1
|||| th , чтобы 

.
||||
)(

||||
)(

12

ε<−
+

+

tt x
xf

hx
hxf     (10) 

Из (9) и (10) получаем 

,2||||
||||

|)(|
||||

|)(||||| 1

12

2 εε −>−>
+

+
≥ t

tt

t f
x

xf
hx

hxff  

откуда 12 |||||||| tt ff ≥ . Так как )||||||(||)||||||(|| 12
21

tt
tt ff ≤⇒⋅≤⋅ , то 

12 |||||||| tt ff = .         � 

1.9. Следствие. Если E  – гладкое ЛВП, то пространство *lim E  нор-
мируемо. 

Доказательство. Положим tff |||||||| * =  при *
tEf ∈ , Tt ∈ . В си-

лу теоремы 1.8, определение корректно: если *
1tEf ∈  и *

2tEf ∈ , то 
*
3tEf ∈  при 213 ,ttt ≥ , откуда 231 |||||||||||| ttt fff == . Очевидно, *|||| f  – 

норма в *E  и вложения )||||,()||||,( *** ⋅⊂⋅ EE t
t  непрерывны. Поскольку 

объединения единичных шаров из *
tE  образуют единичные шары в 

)||||,( ** ⋅E , то рассматриваемая топология в *E  – индуктивная. � 
Отметим, в частности, что в примере 1.7(2) индуктивная топо-

логия в *lim σE  – сильнейшая локально выпуклая топология ∞t  в *E . 
1.10. Следствие. Если E  – счетно-нормированное гладкое ЛВП, то 
пространство *lim E  – банахово. 
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Доказательство. Действительно, в этом случае мы получаем 
строгий индуктивный предел последовательности банаховых про-
странств, т.е. LB-пространство ([5], гл.II, 6.3–6.6), откуда и следует 
утверждение следствия.       � 

2. Бинормальные индексы билинейных непрерывных форм в 
ЛВП. 

2.1. Определение. Для заданных ЛВП 1E  и 2E  обозначим *
21 ),( EE  

векторное пространство всех билинейных непрерывных форм на 
21 EE × . Если *

21 ),( EEg ∈ , то найдется такая пара индексов 
2121 ),( TTtt ×∈  (определяемых с точностью до возрастания), что 

+∞<=
≤≤

|),(|sup:|||| 21
1||||,1|||| 2211

21 xxgg
tt xx

tt    (11) 

Назовем ),( 21 tt  бинормальным индексом билинейной непрерывной 
формы g  , а величину 21|||| ttg  – ко-нормой g  (с индексом ),( 21 tt ). От-
метим, что при этом для любых 11 Ex ∈ , 22 Ex ∈ : 

.|||||||||||||),(|
21

21
2121 tt

tt xxgxxg ⋅⋅≤    (12) 
Для всякого 2121 ),( TTtt ×∈  обозначим также 

}.||||),({),( 21
21

*
21

*
21 +∞<∈= tt

tt gEEgEE    (13) 

2.2. Теорема. Пространства )||||,),(( 21
21

*
21

tt
ttEE ⋅  образуют разложение 

*
21 ),( EE  в индуктивную шкалу банаховых пространств (с покоорди-

натным порядком: ),()),(),(( 42314321 tttttttt ≤≤⇔≤ ). 
Доказательство. Из (11) и (13) очевидно следует, что 21|||| tt⋅  – 

преднормы в *
21 21
),( ttEE . Далее, если 0|||| 21 =ttg , то из (12) следует 

0=g , т.е. 21|||| tt⋅  – нормы. Т.к. )||||,),(( 21
21

*
21

tt
ttEE ⋅  можно рассматривать 

как пространства билинейных непрерывных форм на 
)||||,()||||,(

21 21 tt EE ⋅×⋅ , то они полны относительно норм 21|||| tt⋅ . Таким 
образом, рассматриваемые пространства – банаховы. 

Далее, из аналогов неравенства (1) для 1E  и 2E  следует 

21
4231

43 ||||||(|| 21

42

31 tt
tttt

tt gKKg
tt
tt

⋅⋅≤⇒







≤
≤

  при  )),( *
21 21ttEEg ∈ , 

что означает непрерывность вложений *
21

*
21 4321

),(),( tttt EEEE ⊂ . Индук-
тивность построенной шкалы относительно покоординатного порядка 
в 21 TT ×  очевидна.        � 
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2.3. Определение. Назовем построенное разложение бинормальным 
разложением *

21 ),( EE  и обозначим его *
21 ),( EE : 

( ){ } .||||,),(),(
2121

21
21 ),(

*
21

*
21 TTtt

tt
ttEEEE

×∈
⋅=  

2.4. Определение. Будем говорить, что A  – линейный непрерывный 
оператор из 1E  в шкалу *

2E , если A  – линейный непрерывный опера-

тор из 1E  в некоторое пространство *
2 2tE  ( 22 Tt ∈ ) шкалы *

2E . Обозна-

чим множество всех линейных непрерывных операторов из 1E  в *
2E  

через 



 *

21, EE . 

2.5. Определение. Если 



∈ *

21, EEA , то найдется такое 22 Tt ∈ , что 

],[ *
21 2tEEA∈ . Следовательно, найдется 11 Tt ∈ , что 

.||||sup:|||| 2

11

2
1 1

1||||
∞<=

≤

t

x

t
t AxA

t

    (14) 

Назовем пару индексов ),( 12 tt  (определяемых с точностью до возрас-
тания) нормальным индексом оператора A , а величину 2

1
|||| t

tA  – ко-
нормой A  . Отметим, что при этом для любых 11 Ex ∈  

.||||||||||||
1

2
1

2
11 t

t
t

t xAAx ⋅≤      (15) 
Для всякого 1212 ),( TTtt ×∈  обозначим также 

.||||,, 2
1

2

1

*
21

*
21 






 +∞<



∈=



 t

t

t

t
AEEAEE    (16) 

2.6. Теорема. Пространства 







⋅



 2

1

2

1

||||,, *
21

t
t

t

t
EE  образуют разложение 





 *

21, EE  в индуктивную шкалу банаховых пространств (с покоорди-

натным порядком). 
Доказательство. Из (14) и (16) очевидно следует, что 2

1
|||| t

t⋅  – 

преднормы в 



 *

21, EE . Далее, если 0|||| 2
1

=t
tA , то из (15) следует 0=A , 

т.е. 2
1

|||| t
t⋅  – нормы. Т.к. 

2

1

*
21,

t

t
EE 



  можно рассматривать как простран-

ства непрерывных линейных операторов из )||||,(
11 tE ⋅  в )||||,( 2

2

*
2

t
tE ⋅ , то 

они полны относительно норм 2
1

|||| t
t⋅ . Таким образом, рассматриваемые 

пространства – банаховы. 
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Далее, из аналогов неравенства (1) для 1E  и неравенства (4) для 
*
2E  следует 

( 2
14231

4
3

|||||||| 21

42

31 t
ttttt

t
t AKKA

tt
tt

⋅⋅≤⇒







≤

≤
  при  


∈ 2

1
],[ *

21
t
tEEA , 

что означает непрерывность вложений 
4

3

2

1

*
21

*
21 ,,

t

t

t

t
EEEE 



⊂



 . � 

2.7. Определение. Назовем построенное разложение нормальным раз-

ложением 



 *

21, EE  и обозначим его 



 *

21, EE : 

1212

2
1

2

1 ),(

*
21

*
21 ||||,, ,

TTtt

t
t

t

t
EEEE

×∈















⋅



=



 . 

2.8. Теорема. Имеет место изометрический изоморфизм: 

.,),( *
21

*
21 



≅ EEEE  

Точнее говоря, при каноническом соответствии ),()( 2121 xxgxAx A=  
для любой пары индексов 2121 ),( TTtt ×∈ : 

;,),(
2

1
21

*
21

*
21

t

t
tt EEEE 



≅   212

1
|||||||| tt

A
t
t gA = .   (17) 

Доказательство. 1) Пусть *
21 21
),( ttEEg ∈ , ),( 11 ⋅= xgAx , откуда 

Agg = . Из (2) и (15) получаем 

21
2
12

2 |||||||||||||||||||||)(||),(| 21212121 tt
t
tt

t
A xxAxAxxAxxxg ≤≤= , 

откуда с учетом (12), получаем 
2
1

21 |||||||| t
t

tt
A Ag ≤ .     (18) 

Следовательно, 
*

21
*
21 21

2

1

),(~, tt

t

t
EEEE ⊂



 .    (19) 

2) Обратно, пусть 
2

1

*
21,

t

t
EEA 



∈ . Из (12) получаем 

21
21 |||||||||||||),(||)(| 212121 tt

tt
AA xxgxxgxAx ≤= , 

откуда, с учетом (2) и (14), получаем 
( ) ( )212

11
212 |||||||||||||||||||| 11

tt
A

t
tt

tt
A

t gAxgAx ≤⇒≤ .  (20) 
Следовательно, 

2

1
21

*
21

*
21 ,~),(

t

t
tt EEEE 



⊂ .     (21) 

3) Из (18), (19), (20) и (21) следует (17).    � 
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3. Квадратичные непрерывные формы в ЛВП 
3.1. Определение.([6], гл.1, 8.2) Если E  – векторное пространство, то 
квадратичная форма ϕ  на E  есть однородный многочлен 2-ой степе-
ни, порожденный некоторой билинейной формой g  на 

),()(: xxgxEE =× ϕ . 
Если E  – ЛВП, то, очевидно, форма ϕ  непрерывна тогда и 

только тогда, когда непрерывна g , т.е. *),( EEg ∈ . Назовем бинор-
мальным индексом квадратичной непрерывной формы ϕ  бинормаль-
ный индекс ),( 21 tt  ассоциированной билинейной формы g . 
3.2. Замечание. Из определения 3.1 и неравенства (12) следует, что 
если ),( 21 tt  – бинормальный индекс непрерывной квадратичной фор-
мы ϕ , то для любого Ex∈ : 

21
21 |||||||||||||)(| tt

tt xxx ⋅⋅≤ ϕϕ . 
Выбрав, в частности, 21,ttt ≥ , получаем: 

2)||(|||||||)(:| t
tt xxExTt ⋅≤∈∀∈∃ ϕϕ .   (22) 

Это позволяет в дальнейшем отождествить бинормальные индексы 
квадратичных форм с элементами Tt ∈ . Отметим также, что обратная 
связь между ϕ  и g  устанавливается формулой 

)]()()([),( 21212
1

21 xxxxxxg ϕϕϕ −−+= , 
а независимое от g  определение ϕ  имеет вид: 

)]x()x()xx([)x()x()xx( 2121212
2
21

2
12211 ϕϕϕλλϕλϕλλλϕ −−+++=+ . 

3.3. Определение. Пусть ϕ  – непрерывная квадратичная форма на 
полном ЛВП E , g  – ассоциированная билинейная форма. По теореме 
2.8 об изоморфизме g  можно рассматривать как непрерывный линей-
ный оператор )||||,()||||,(: 2

21

* t
tt EEg ⋅→⋅  при достаточно больших 

Ttt ∈21, . Кроме того, по классической теореме о проективном пределе 
([5], гл. II, 5.4) E  можно рассматривать как проективный предел бана-
ховых пространств, и считать, что t|||| ⋅  – нормы на E . 

Назовем форму ϕ  невырожденной, если при некоторых Ttt ∈21,  
оператор )||||,()||||,(: 2

21

* t
tt EEg ⋅→⋅  является изоморфизмом. Если фор-

ма ϕ  невырожденна и неотрицательна, т.е. 0)( ≥xϕ , то назовем фор-
му ϕ  положительно определенной: 0>>ϕ  на E . 
3.4. Замечание. Из классического неравенства Шварца ([6], гл. 1, 8.2) 
для неотрицательных квадратичных форм 

)()(|),(| yxyxg ϕϕ ⋅≤     (23) 
следует, что если 0>>ϕ , то 0)( >xϕ  при 0≠x . 
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3.5. Предложение. Если квадратичная форма ϕ  невырожденна, g  – 
ассоциированная билинейная форма, то 

)0()0),(:( 1212 =⇒=∈∀ xxxgEx .   (24) 
Доказательство. Действительно, условие (24) означает, что 

оператор )||||,()||||,(: 2
21

* t
tt EEg ⋅→⋅  (см. опр. 3.3) имеет нулевое ядро, 

что является необходимым условием изоморфизма.   � 
3.6. Теорема (необходимое условие положительной определенно-
сти). Если ϕ  положительно определенная квадратичная форма на 
полном ЛВП E , то найдется такой индекс Tt ∈  и константа 0>tC , 
что для всех Ex∈  

2|||)( tt xCx ⋅≥ϕ .         (25) 
Доказательство. 1. В силу неравенства (22) )(xϕ  ограничена на 

шарах 1|||| ≤tx  при больших Tt ∈ : 
tMx ≤≤ )(0 ϕ .        (26) 

2. Т.к. ассоциированный оператор )||||,()||||,(: 2
21

* t
tt EEg ⋅→⋅  есть 

изоморфизм, то обратный оператор 1−g  непрерывен на )||||,( 2
2

* t
tE ⋅ . 

Следовательно, найдется такая константа ∞<
21ttK , что при всех 

Ex ∈1  
2

211
||),(|||||| 11

t
ttt xgKx ⋅⋅≤ .      (27) 

3. Фиксируем Ex ∈1  и, используя (11), выберем Ex ∈2  так, что-
бы 1||||

22 ≤tx  и 
2||),(|||),(| 12

1
21

txgxxg ⋅≥ .      (28) 
Из (27) и (28) следует при 1||||

22 ≤tx  
|),(|2|||| 211 211

xxgKx ttt ⋅≤ .      (29) 
Из (29), в силу неравенства Шварца (23), получаем 

)()(4)||(|| 21
22

1 211
xxKx ttt ϕϕ≤ .        (30) 

Наконец, из (26) и (30) получаем (считая 21 tt ≤ , 2tt = , 2xx = ) 
)(4)||(|| 1

22
1 2211

xMKx tttt ϕ⋅⋅≤ .        (31) 

Полагая в (31) ttt == 21 , tttt MKC 24/1=  и 1xx = , получаем (25).      � 
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