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ПРОСТРАНСТВА  ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
ЭРМИТОВЫХ ОПЕРАТОРОВ 

 
    В работе содержится обзор основных результатов, посвященных 
теории пространств граничных значений эрмитовых (в частности-
симметрических) операторов. В последние два десятилетия соответст-
вующая теория интенсивно развивалась и применения ее в различных 
разделах математики неуклонно возрастали. 
     В дальнейшем необходимые обоснования приводятся лишь то-
гда, когда в математической литературе они отсутствуют, или соот-
ветствующие утверждения иначе обосновываются. 
    Принятые здесь терминология и обозначения соответствуют 
тем, которые использовались в работах[1-3]. 
 
    1. Симметрические операторы. В 1973 году, при исследовании 
диссипативных операторов, Талюш [4] обосновал следующее утвер-
ждение. 
    Теорема 1. Пусть A -замкнутый симметрический оператор с 
конечными и равными дефектными числами, а 1Г  и 2Г - некоторые 
линейные отображения области определения )( *AD  оператора *A  
на n -мерное пространство X  и такие что: 
    1.   021 == xГxГ           ))(( ADx ∈∀          (1) 

2. Для произвольных x  и y  из )( *AD  
    xx yГxГyГxГyAxyxA ),(),(),(),( 1221

** −=− .      (2) 
3. Для произвольных векторов f  и g  из X  существует такой 

вектор )( *ADX ∈ , что 
., 21 gxГfxГ ==      (3) 

Если при этом B  - диссипативный оператор, действующий в про-
странстве X , то расширение BA  оператора A , определяемое усло-
виями 

),)((, *
12

* ADxxГxBГxAxAB ∈==  
является максимальным диссипативным оператором. 
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    В своей работе Талюш не обосновывал существование операто-
ров 1Г  и 2Г , которые удовлетворяли бы условиям сформулированной 
теоремы. Этот пробел был ликвидирован в работе Кочубея [5], (см. 
также [6], [3] или теорему 3 в этой работе). В [5] показано, что для 
произвольного симметрического оператора с равными и необязатель-
но конечными дефектными числами существуют операторы 1Г  и 2Г , 
удовлетворяющие условиям теоремы Талюша. В этой же работе для 
тройки ),,( 21 ГГX , где X  - уже некоторое гильбертово пространство, 
предложено название: пространство граничных значений (ПГЗ) 
оператора A . 
    В1976 году Брук [6] показал, что равенство (1) является 
следствием условий 2 и 3 из указаной теоремы.  
   Действительно, справедлива следующая 
    Теорема 2. Равенства 

021 == xГxГ            (4) 
имеют место тогда и только тогда, когда )(ADx ∈  
    Доказательство. Пусть имеют место равенства (4). Тогда, на 
основании равенства (2), 

))((),(),( *** ADyyAxyxA ∈∀= , 
откуда следует, что )()( ** ADADx =∈ . 
    Наоборот, пусть )(ADx ∈ . Рассмотрим векторы 

)},{(, 12 XgfxГgxГf ∈=−= . 
На основании условия 3 в )( *AD  найдется такой вектор y , что 

xГyГxГyГ 1221 , =−=      (5) 
   Так как )(ADx ∈ , а )( *ADy ∈ , то левая часть в равенстве (2) равна 
нулю. Следовательно, с учетом равенств (5), 

2
2

2
10 xГxГ += , 

откуда и следуют равенства (4). 
    Отметим, что утверждения теоремы 2 кратко можно записать в 
виде равенства 

)()()( 21 KerГKerГAD ∩= . 
    Предыдущие рассуждения дают возможность сформулировать 
следующее, во многих случаях удобное для применений, определение 
ПГЗ. 
    Определение 1. Тройка ),,( 21 ГГX , где X  - некоторое гильбер-
тово пространство со скалярным произведением x),( •• , а 1Г  и 2Г  - 
линейные отображения )( *AD  на X , называется пространством 
граничных значений (ПГЗ) симметрического оператора A , если: 
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1. Для произвольных x  и y  из )( *AD  имеет место равенство (2). 
   2.  Для произвольных f  и g  из X  в )( *AD  существует такой век-
тор x , что имеют место равенства (3). 
    Теорема 3. ( Кочубей [5] ). Для любого симметрического опе-
ратора A  с индексом дефекта )(),,( ∞≤nnn существует ПГЗ, где 

nX =dim . 
    Доказательство. Пусть 

)zIm()zIA(KerN),IzA(KerN *
z

*
z 0≠−=−=  

– дефектные подпространства оператора A , а U : zz NN → – произ-
вольный унитарный оператор. Рассмотрим линейные операторы 1Г  и 

2Г , определяемые на линеале )( *AD  равенствами 
,21 , zzzz UxxxГzUxxzxГ +=+=     (6) 

где 
),),(( 00 zzzzzz NxNxADxxxxx ∈∈∈++= . 

Если 0=x , то 00 === zz xxx  (так как линеалы zNAD ),(  и zN  ли-
нейно независимы) и, следовательно, операторы 1Г  и 2Г  корректно 
определены. При этом каждый из этих операторов отображает )( *AD  
в zN . 
    Покажем, что тройка ),,( 21 ГГN z  есть ПГЗ оператора A . Дейст-
вительно, на основании формул фон Неймана, 

zz zxxzAxxA ++= 0
* . 

Аналогично, если zz yyyy ++= 0 , то 

zz zyyzAyyA ++= 0
* . 

Но тогда, учитывая равенства 
)},{(),,(),(),,(),( 000 zzsxysxAyyxsyAx ssss ∈== , 

получим, после соответствующих преобразований, что 
]),(),([)(),(),( **

zzzz yxyxzzyAxyxA −−=− .     (7) 
  С другой стороны, учитывая равенства (6), 

)].,(),[()(),(),( 1221 zzzz yxyxzzyГxГyГxГ −−=−        (8) 
    Таким образом, на основании (7) и (8), операторы 1

* , ГA  и 2Г  
связаны равенством (2). 
    Пусть f  и g  - произвольные векторы из zN . Рассмотрим вектор 

zz xxx += , где 
).()(),()( 111 gzfUzzxfzgzzx zz −−=−−= −−−       (9) 

Эти векторы принадлежат соответственно подпространствам zN  и 
zN , причем, на основании равенств (6) и (9), 
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gxГfxГ == 21 ,  
А это означает, в соответствии с определением 1, что тройка 

),,( 21 ГГN z  является пространством граничных значений оператора 
A . 
    Отметим, что ПГЗ оператора A  определяется неоднозначно. 
Действительно, пусть ),,( 21 ГГX  – пространство граничных значений 
симметрического оператора XA ~,  – гильбертово пространство и такое, 
что ,XdimX~dim =  а XXV ~: →  произвольный унитарный оператор. 
Тогда, как легко убедиться, пространством граничных значений опе-
ратора A  будет также и тройка )~,~,~( 21 ГГX , где ).2,1(~ == kVГГ кк  
    2. Эрмитовы операторы. В случае неплотно заданных эрмито-
вых операторов сформулированное определение ПГЗ уже непригодно 
для применений. В то же время предыдущие результаты дают воз-
можность модифицировать определение 1 так, чтобы оно было при-
годным и в случае неплотно заданных операторов. Действительно, 
учитывая теорему 2, вместо операторов 1Г  и 2Г  можем рассматри-
вать (при фиксированном 0≠zIm,z ) их сужения на линеал 

.zzz NNL +=  Для указанных сужений будем пользоваться теми же 
обозначениями: 1Г  и 2Г . Это дает возможность без ограничения 
общности заменить равенство (2) равенством (8), где операторы 1Г  и 

2Г  определяются равенствами (6). 
    Пусть A  – эрмитов оператор, действующий в H  и 

AADH ∆∨= )(0  – замыкание линейной оболочки многообразий )(AD  
и A∆ , где )()( ADzIAA −=∆ . Если HH ≠0 , то ни свойства элементов 
подпространства 0HH − , ни свойства этого подпространства не 
влияют на свойства оператора A . Поэтому, не ограничивая общности, 
можем считать, что 0HH = , то есть 

AADH ∆∨= )( .        (10) 
Не подчеркивая это каждый раз, будем считать, что рассматриваемый 
эрмитов оператор A  удовлетворяет условию (10). 
    Но тогда, как показано в [1] (стр.16) и в [3] (теорема 3.8), при 

0Im ≠z  дефектные подпространства zN  и zN  оператора Aлинейно 
независимы. 
Учитывая сказанное, естественным является следующее определение. 
    Определение 2. Тройка ),,( 21 ГГX , где X – гильбертово про-
странство со скалярным произведением x),( •• , а 1Г  и 2Г – линейные 
отображения линеала zzz NNL +=  в X , называется пространством 
граничных значений эрмитова оператора A , если: 
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   1. Для произвольных zz xxx +=  и zz yyy +=  из zL , имеет место ра-
венство 

)],(),([)(),(),( 1221 zzzzxx yxyxzzyГxГyГxГ −−=− .     (11) 
   2. Для произвольных f  и g  из X существует такой вектор zLX ∈ , 
что 

gxГfxГ == 21 ,  
    Если оператор A  симметрический, то, на основании предыду-
щего, определения 1 и 2 эквивалентны. 
    Отметим, что определение 2 было предложено в работах [9, 10]. 
Это впервые дало возможность исследовать методами ПГЗ эрмитовы 
неплотно заданные операторы. 
    Позже, в случае неплотно заданных эрмитовых операторов 
предлагались и другие определения ПГЗ (подробнее см. [3] ). 
    Приведем основные утверждения относительно ПГЗ эрмитовых 
операторов. 
     Теорема 4. Для произвольного эрмитова оператора с индексом 
дефекта )(),( ∞≤nnn  при условии (10) существует ПГЗ ),,( 21 ГГX , 
где nX =dim . 
    Доказательство. Так же, как и при обосновании теоремы 3, 
рассмотрим операторы 1Г  и 2Г , которые определяются соотноше-
ниями (6), где zz xxx += . Рассматриваемые операторы корректно оп-
ределены и каждый из них является линейным отображением линеала 

zzz NNL +=  в zN . При этом, если zz xxx +=  и zz yyy += – произ-
вольные векторы из zL , то достаточно просто проверяется справедли-
вость равенства (9). 
    Существование такого вектора zz xxx += , что при заданных 
векторах f  и g  из X  

gxГfxГ == 21 , , 
обосновывается также, как и при обосновании теоремы 3. 
    Теорема 5. Если ),,( 21 ГГX – ПГЗ эрмитова оператора A , то 
линеалы 1KerГ  и 2KerГ  линейно независимы и 

zz NNKerГKerГ +=+ 21 .      (12) 
    Доказательство. Пусть 021 == xГxГ , где zzz Lxxx ∈+= . То-
гда, на основании равенства (11), при любом zz yyy +=  из zL  

0),(),( =− zzzz yxyx .    (13) 
В частности, при zz xy =  и zz xy −=  равенство (13) перепишется в ви-

де 022 =+ zz xx  и, следовательно, 0=x . 
    Таким образом линеалы 1KerГ  и 2KerГ  линейно независимы. 
При этом )2,1( =⊂ kLKerГ zк  и, следовательно, 
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zLKerГKerГ ⊂+ 21 .          (14) 
    Покажем, что имеется место и обратное включение. Действи-
тельно, пусть zLx ∈ . Рассмотрим в X векторы 0=f  и xГg 2= . На 
основании определения ПГЗ в zL  существует такой вектор 1x , что 

011 =xГ  (то есть, 11 KerГx ∈ ) и gxГ =12 . Но тогда, если 12 xxx −= , то 
022 =xГ . Следовательно, вектор 2121 KerГKerГxxx +∈+= , что, учи-

тывая включение (14), и завершает обоснование равенства (12). 
    При исследовании широкого класса расширений (регулярных 
расширений [3] ) эрмитовых операторов полезными также являются 
следующие утверждения, которые приводим без обоснования. 
    Теорема 6. Если A– эрмитов оператор с индексом дефекта 

),( nn )( ∞≤n  и ),,( 21 ГГX – ПГЗ этого оператора, то 
nXKerГKerГ === dimdimdim 21  

    Теорема 7. Если ),,( 21 ГГX – ПГЗ эрмитова оператора A , то  
)2,1()( =+= kNVIKerГ zkк , 

где zN – дефектное подпространство оператора A , а zzk NNV →: – 
унитарные операторы. 
   3. Эрмитовы операторы с произвольными дефектными чис-
лами. 
    В случае симметрических (плотно заданных) операторов с раз-
личными дефектными числами понятие ПГЗ впервые было предложе-
но в 1984 году в работе Сторожа [11]  
    В наиболее общем случае, когда эрмитов оператор не обяза-
тельно плотно задан, а дефектные числа не обязательно равны, поня-
тие ПГЗ было предложено в работе С. Кужеля [12]. 
    Приведем соответствующее определение из [12] (см. также [3] ). 
    Пусть A  – замкнутый эрмитов оператор с произвольными (не 
обязательно равными) дефектными числами, который действует в H . 
Как и раньше предполагаем, что имеет место равенство (10) и, таким 
образом, при 0Im ≠z  дефектные подпространства zN  и zN  оператора 
A  линейно независимы. Пусть, кроме того, S  – каноническое расши-
рение оператора A  (в смысле работ [3,13,14] ). 
    Определение 3. Четверка ),,,( −+−+ ГГXX , где +X  и −X – гиль-
бертовы пространства со скалярными произведениями +•• ),(  и −•• ),( , 
а +Г  и −Г – линейные отображения )(SD  и )( *SD  соответственно на 

+X  и −X , называется пространством граничных значений (ПГЗ) опе-
ратора, если: 
1. ))((),(),( 2 SDxxГiSxxxSx ∈=−

++++ , 

2. ))((),(),( *2** SDyyГiySyyyS ∈−=−
−−−− . 
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Отметим следующие утверждения относительно ПГЗ 
),,,( −+−+ ГГXX . 

    Теорема 8. Для произвольного эрмитова оператора A  с индек-
сом дефекта ),( nm  существует ПГЗ ),,,( −+−+ ГГXX , где 

mXnX == −+ dim,dim  
    Теорема 9. Если ),,,( −+−+ ГГXX – ПГЗ оператора A , то  

)(ADKerГKerГ == −+ . 
    Теорема 10. Если A– замкнутый симметрический оператор с 
индексом дефекта ),( nn , то определения 1 и 3 равносильны. 
    Здесь мы не касаемся применений пространств граничных зна-
чений как симметрических, так и эрмитовых операторов. 
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