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4. Собственные значения задачи (15) при всех n  можно разбить 
на 1+m  серию, имеющую в качестве предельных точек kβ – корни 

)(0 λE  и ∞+ . При этом собственные значения nkλ , отвечающие серии 
с номером k , расположены на промежутке ),( 1+kk γβ . Собственные 
значения ∞nλ с предельной точкой ∞+  расположены на промежутке 

),( 1 +∞+mγ . 
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ВЛИЯНИЕ ТРЕНИЯ БЕРЕГОВ НА ЛОКАЛИЗАЦИЮ ПЛА-
СТИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЙ В ПЛОСКОСТИ ТРЕЩИНЫ 

ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА 
 
Рассмотрено континуальную пластическую зону и зону пластичности локакли-

зованную в плоскости трещины продольного сдвига, на берегах которой дейтвуют 
силы трения. Исследовано влияние сил на локализацию пластических деформац-
ций. Принято, что предел текучести 1k  в плоскости трещины меньший предела 
текучести k  в любой другой точке тела. Определено максимальное достаточное 
для локализации значение 1k . 

 
Формы пластических зон, получаемые из решения упругопластиче-

ских задач в классе непрерывных функций, не всегда соответствуют 
наблюдаемым экспериментальнo. Пластические деформации нередко 
оказываются локализованными в полосах скольжения [1]. Решение 
упругопластической задачи в классе кусочно непрерывных функций 
является неединственным и может выражать пластические деформа-
ции, распределенные в объемных зонах и сосредоточенные в системах 
полос нулевой толщины [2]. Известен критерий выбора возможной 
структуры зоны [3]: реализуемой структуре соответствует наибольшее 
значение скорости диссипации энергии  
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∫=
V

p
ijij dVD εσ &&      (1) 

на множестве всевозможных структур, V -область пластичечких де-
формаций, ijσ -тензор напряжений, p

ijε - тензор пластичечких дефор-
маций (точка означает дифференцирование по параметру внешней на-
грузки). В случае трещины продольного сдвига, берега которой сво-
бодны от внешних напряжений, условие kk 321 <  ( 1k -предел теку-
чести при сдвиге в плоскости трещины, k - в других направлениях) 
является достаточным для локализации пластических деформаций в 
слое на продолжении трещины.  
Поставим задачу определения достаточного условия локализации 

для трещины продольного сдвига в идеально упругопластическом те-
ле при наличии сил трения на берегах трещины при ее раскрытии. На 
начальном этапе развития размеры зоны малы по сравнению с трещи-
ной. Поэтому будем считать трещину полубесконечной ( 0,0 =< yx ), 
а нормальные напряжения сдвига на ее берегах постоянными и рав-
ными )( 00 k<ττ . В несколько отличной постановке форма пластиче-
ской зоны у вершин трещины исследовалась в работе [4]. Критерий 
выбора (1) основан на диссипации энергии  пластических деформаций 
в пластическом слое на продолжении трещины (задача А) и в зоне 
сплошных пластических деформаций (задача B). Эти задачи можно 
свести к краевой задаче теории аналитических функций для функции 

)(),(),()( iyxyxiyx xzyz +=+= ζττζτ  в области ее аналитичности, 
где напряженно-деформированное состояние является упругим. 
Задача А. Аналогично работе [2] для функции )(ζτ получаем сле-

дующую краевую задачу 
)0()(Re 0 ix ±== ζτζτ      (2) 

)0,0()( dxixk ≤≤±== ζζτ           (3) 











+=−

ζ
ο

πζ
τζτ

1
2

)( 3
0

K
    (4) 

в области D  (плоскость ζ , разрезанная по лучу 0Im,Re =< ζζ d ), 
где 3K  -коэффициент, определяющий асимптотику поля напряжений 
при бесконечном удалении от трещины, d -подлежащая определению 
длина пластического слоя. 
Вследствие условий (1) аналитическая и однолистная в области 

Dфункция )(ζτ  конформно отображает эту область в круговую лу-
ночку k<> τττ ,Re 0  (область G ). Начальные точки слоя отобража-
ются в угловые точки луночки, образом бесконечно удаленной точки 
плоскости ζ  является точка 0ττ = . Функцию )(ζτ  можно найти непо-
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средственно, осуществив указанное конформное отображение. Ее 
удобно искать так 

)()(),( Httt ∈== ζζττ ,     (5) 
где H -верхняя полуплоскость, на границе которой точкам 

2
0

2
0 τττ −+= ki , 0ττ = , 2

0
2

0 τττ −−= ki  соответствуют точки 
1−=t , 0=t , 1=t . Композицией элементарных отображений получаем 
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где )/( 0
2
0

2 ττα −= karctg , πα /=q , qq tt )1(,)1( +−  - функции, ана-
литические в H , действительные и положительные при 1>t  и 1−<t  
соответственно. 
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Концу пластического слоя на границе области H  соответствует 
точка 0=t  и, поэтому, длина слоя )/(2 22

3 kKd π= . 
Задача В.  Пусть L -граница сплошной пластической зоны. На ли-

нии L  должны выполняться условия [5] 
)(0)(Im,)( Lk ∈== ζζζτζτ    (8) 

Заменив условие (3) равенствами (8), получаем краевую задачу (2), 
(4), (8) для функции )(ζτ , являющуюся задачей со свободной грани-
цей. Если вместо функции )(ζτ  искать обратную к ней функцию 

)(τζζ =  ( G∈τ ), получаем краевую задачу в известной области G . 
Как и в предыдущем случае, будем искать функцию )(τζ  в парамет-
рическом виде (5), причем в качестве )(tτ  опять примем функцию, 
определенную равенством (6). 
Запишем условия для )(tζ  на границе области G . Из (8) следует, 

что LL τζ argarg −= . Поэтому 
))0,1((),()(arg −∈−= ttftζ    (9) 

где 
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Частям ατττ sinIm0,Re 0 k<<=  и 0Imsin,Re 0 <<−= ταττ k  хор-
ды границы луночки G  соответствуют нижний и верхний берега тре-
щины, которым на границе H  соответствуют лучи 0Im,1Re => tt  и 

0Im,1Re =−< tt . Поэтому 
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Равенства (9), (10) задают )(arg tζ  на границе H . Вследствие этого 
для аналитической в H  функции )(ln)( tt ζξ =  приходим к задаче оп-
ределения функции, мнимая часть которой на границе H известна и 
определяется правыми частями равенств (9), (10). 
Представим функцию )(tξ  так 

Ctqtt +−+= )1ln()()( 2
1ξξ ,    (11) 

где )1ln( 2t−  -аналитическая в H  функция, мнимая часть которой 
равнаπ  при 1>t , C - действительная постоянная. Тогда, согласно [6], 

)()(1)( 11 tiftft −−=
π

ξ , ∫
− −

−
=

1

1
1

)()()( dy
yt

yftftf . И, поэтому,  

πζ /)()(2 1)1()( tftifq etCt −−−=     (12) 
 
Постоянную C  следует подобрать 
так, чтобы асимптотика фунукции 

)(ζτ  совпадала из заданной равен-
ством (4). Для этого достаточно 
эквивалентности функций (7) и 
(12) при ∞→t . Отсюда dC = . Из 
формулы (12) определим границу 
зоны пластических деформаций 
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где )/)(exp()( 1 πtftr −= . Форма границы зависит от действующего на 
берегах трещины напряжения трения 0τ  (рис.1). Когда трение на бере-
гах трещины небольшое, зона пластических деформаций близка к кру-
гу радиуса 4/d  [3]. Oна сужается и приближается по своей протяжен-
ности к длине слоя по мере увеличения 0τ . 
Условие локализации. Пусть 1D&  и 0D& - скорости диссипации энергии 
пластических деформаций в пластическом слое и в сплошной пласти-
ческой зоне соответственно. Для слоя пластичности формула (1) при-
обретает вид 

∫=
d

yz dxxwxD
0

1 )0,()0,(2 && τ ,           (13) 

где )0,(xw& - производная по 3K  от смещения вдоль оси апликат. Из 
формул (6), (7) получаем 
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где qxddxa 2)()( −+= , qxddxb 2)()( −−= , 
αcos2)()()( qxxbxaxc ++= . 

Представим функции )0,(xxzτ  и )0,(xyzτ  в следующем виде: 
)/()0,( 2 dxkfxxz =τ , )/()0,( 3 dxkfxyz =τ . Проинтегрировав функцию 

µτ /)0,(xxz  ( µ -модуль сдвига) по отрезку ],[ dx  и продифференциро-
вав затем по 3K  получаем 
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Таким образом из (13) получаем 
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Для сплошной пластической зоны формулу (1) можно записать в 
виде криволинейного интеграла по длине дуги контура L  

∫=
L

nz dsswsD )()(0 && τ ,    (15) 

где )(snzτ  и )(sw  нормальное сдвиговое напряжение и перемещение 
как функции длины дуги. Заменив в формуле (15) интегрирование по 
длине дуги интегрированием по углу ϕ  c вершиной в конце трещины 

и воспользовавшись формулой ∫=
ϕ

ϑϑ
µ

ϕ
0

)()( drkdw , получаем 

)(2
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2

0 τ
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IddkD
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где ∫ ′=
α

τ
0

2
00 )()()( dttftrI . 

Если предел текучести везде постоянный и равен k  для любого на-
пряжения трения k<0τ , то 10 DD && > . Согласно критерию (1) реальной 
формой является сплошная зона. Скорость диссипации энергии пла-
стических деформаций в сплошной зоне превышает значение этой же 
величины в слое не более чем на 35%. Сравним теперь величины 0D&  и 

1D&  в предположении, что предел текучести на продолжении трещины 
1k  меньше k - предела текучести в любом другом направлении. В этом 
случае 10 DD && <  как только )(/)( 00011 ττ IIkk < . При изменении 0τ  от  
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0 до k  максимальное 1k , достаточное для локализации пластических 
деформаций в слое, почти равномерно изменяется от k82.0  до k . 
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