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ТЕРМИНАЛЬНАЯ ОШИБКА ПОЧТИ ТОЧНОГО  
ОПТИМАЛЬНОГО ПРИВЕДЕНИЯ В НОЛЬ 

 
Для нестационарной линейно–квадратичной задачи получено соотношение, 

связывающее в явном виде терминальную ошибку и терминальную матрицу кри-
терия качества и позволяющее путем подбора последней добиться необходимой 
точности приведения в ноль выхода системы. 
 

Рассмотрим задачу приведения в нулевое состояние выхода ли-
нейной системы. Динамика системы задана уравнением пространства 
состояний на фиксированном отрезке времени  0 ≤ t ≤ T с произволь-
ным начальным условием и нулевым конечным условием на выход 
системы вида: 

)()()( tutBxtA
dt
dx

+= , 0)0( xx = , 0)( =THx .     (1) 

Приведение осуществляется оптимально в смысле минимизации 
функционала 

∫ ′+′=
T

dttutRtutxtQtxtuI
0

)]()()()()()([)]([ .    (2) 

В выражениях (1), (2): nEx∈  - вектор состояния; rEu ∈  - вектор 
управления; матрицы )(tA , )(tB , )(tQ  и )(tR   являются непрерывны-
ми функциями времени t  для всех ],0[ Tt ∈ ; )(tQ  – неотрицательно 
определенная, )(tR  – положительно определенная на отрезке ],0[ T ; 
H –постоянная матрица размера m×n, m<n; размеры остальных матриц 
соответствующие; штрих означает транспонирование. 

К задаче (1), (2) относится задача управления выходом  
xtCy )(=  

рассматриваемой системы (1), в которой минимизируется функционал 

∫ ′+′=
T

dttutRtutytDtytuI
0

)]()()()()()([)]([ , 

где матрицы )(tC  и )(tD  непрерывны, а )(tD  неотрицательно опреде-
лена на ],0[ T . Это верно, если принять ),(TCH = )()()()( tCtDtCtQ ′=  
и записать с учетом последнего данный функционал в виде (2). 

Решение задачи (1), (2) хорошо известно [1] и имеет вид:  
)()()()()( 1 txtKtBtRtu ′−= − ,      (3) 
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где для матрицы )(tKK =  можно получить с учетом [1, 2] следующее 
представление (аргумент  t  в выражениях для простоты опускаем): 

HWMHWPK 1−′′+= ,           (4) 
в котором матрицы )(tPP = , )(tWW =  и )(tMM = – решения матрич-
ных дифференциальных уравнений 

)()()()( tQPtPSPtAtPA
dt
dP

−+′−−= ,  0)( =TP , 

))()(( PtStAW
dt

dW
−−= ,  ETW =)( ,     (5) 

HWtHWS
dt

dM ′′−= )( , 0)( =TM , 

)()()()( 1 tBtRtBtS ′= − ; E  - единичная матрица. 
Для существования решения требуется невырожденность (а более 

точно, в силу структуры последнего уравнения (5), положительная 
определенность) матрицы )(tM  на промежутке управления [0, T). Не-
трудно показать, по аналогии с [3], что необходимым и достаточным 
условием для положительной определенности )(tM  является полная 
управляемость системы (1) по выходу xtCy )(= , HTC =)(   на любом 
отрезке ],0[],[ 0 TTt ⊆ . 

Из (4), (5) видно, что при стремлении t → T значения коэффици-
ентов усиления в цепи обратной связи должны неограниченно возрас-
тать. Это неосуществимо, и на практике коэффициенты усиления, в 
соответствии с законом (4), (5), нужно делать как можно большими, 
что тоже не очень хорошо, так как тогда система будет очень чувстви-
тельной к различного рода помехам. Кроме того, неясно насколько 
большими необходимо сделать коэффициенты в цепи обратной связи 
для удовлетворительного выполнения цели управления. Удовлетвори-
тельным, очевидно, считается управление, приводящее выход систе-
мы достаточно близко к нулю. 

Таким образом, более естественной, с практической точки зре-
ния, представляется задача оптимального приведения объекта в нуле-
вое состояние с заданной точностью. Математически эту задачу мож-
но сформулировать как задачу управления системой 

)()()( tutBxtA
dt
dx

+= , 0)0( xx = ,   (6) 

для которой минимизируется другой функционал: 

∫ ′+′+′′=
T

dttutRtutxtQtxTFHxHTxtuI
0

)]()()()()()([)()(1)]([
λλ ,   (7) 
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где F – постоянная положительно определенная матрица, опреде-
ляющая относительные веса штрафа для каждой компоненты выхода. 
Величина λ/1 определяет порядок штрафа. Малый параметр λ  есть 
конкретное выражение достаточной для данной задачи точности при-
ведения. 

Пусть )(0 tx – оптимальная траектория системы (1), (2), а )(txλ – 
оптимальная траектория системы (6), (7). Имеет место следующая 
оценка [2]: )1()()(0 Otxtx λλ <−   при 0→λ  равномерно на 
отрезке  0 ≤ t ≤ T. 

В частности для  Tt =   0)(0 =Tx , и имеет место оценка терми-
нальной ошибки оптимального приведения в задаче (6), (7) 

)1()( OTx λλ < ,  0→λ .           (8) 
Вместо оценки (8) получим точную формулу для терминальной ошиб-
ки. 

Оптимальное управление для задачи (6), (7) определяется соот-
ношением  

)()()()()( 1 txtKtBtRtu λλ ′−= − ,        (9) 
где матрица Риккати )(tKK λλ =  выражается, аналогично (4), пред-
ставлением (аргумент  t  здесь и ниже тоже опускаем) 

HWFMHWPK 11)( −−+′′+= λλ ,                   (10) 
а матрицы )(tPP = , )(tWW =  и )(tMM =  удовлетворяют тем же 
уравнениям (5). 

Запишем уравнение оптимального движения системы: 
xSKAxKBBRAxx )(1

λλ
− −≡′−=& .     (11) 

Подставляя выражение для матрицы Риккати λK , получим: 
HWxFMHWSxSPAx 11)()( −−+′′−−= λ& .              (12) 

Обозначим  
HWxFMtf 11)()( −−+= λ .              (13) 

Легко убедиться, что 0)( ≡tf
dt
d , т.е. consttf ≡)( . В самом деле, про-

дифференцируем )(tf  как произведение функций: 

dt
dxHWFMx

dt
dWHFM

HWxFM
dt

dMFMtf
dt
d

1111

1111

)()(

)()()(

−−−−

−−−−

++++

+++−=

λλ

λλ
. 

В силу уравнений (5) и (11) имеем: 
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xSKAHWFMxSPAHWFM

HWxFMHWHWSFMtf
dt
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Перегруппируя члены и приводя подобные в этом выражении с уче-
том (10), получаем: 
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Используя это соотношение, можно получить формулу для 
ошибки приведения. Действительно: )()0( Tff = , откуда, используя  
выражение (13) и граничные условия (1), (5), имеем: 

)()())(()0()0())0(( 1111 TxTHWFTMxHWFM −−−− +=+ λλ , 
)T(FHxx)(HW)F)(M( 1011 00 −−− =+ λλ , 

0111 )0())0(()( xHWFMFTHx −−− += λλ   и, наконец, 
01 )0())0(()()( xHWEFMTHxTy −+== λλ .      (14) 

Соотношение (14) является точной формулой терминальной 
ошибки. При достаточно малом λ  можно записать приближенное вы-
ражение для ошибки с точностью до членов более высокого порядка 
малости: 

011 )0()0()()( xHWMFTHxTy −−== λ .   (15) 
 

Соотношение (14) или приближенное соотношение (15) дают ве-
личину терминальной ошибки для общего случая, когда эта ошибка 
контролируется путем введения в критерий качества штрафной мат-
рицы F)/1( λ . При  F = 0  получаем известную частную формулу из 
[1] для неконтролируемой, «свободной» терминальной ошибки (слу-
чай свободного конца траектории, когда в функционале качества от-
сутствует терминальный член с матрицей F): 

 
0)0()()( xHWTHxTy == .           (16) 
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Выражение (16), однако, не позволяет рассчитывать ошибку для тер-
минального регулятора задачи (6), (7), в частности для задачи приве-
дения выхода системы в малую окрестность ноля. 

Заметим, что в постановке задачи (6), (7) требуется положитель-
ная определенность матрицы M(t) лишь в момент времени t = 0. Дос-
таточно, чтобы система была вполне управляемой на отрезке управле-
ния [0, T], т.е. требования по управляемости к системе в случае почти 
точного приведения ниже. 

Формулы (14) и (15) представляют собой выражения для расчета 
терминальной ошибки приведения на заданном отрезке управления 
при заданных начальных условиях и критерии качества. Один раз 
проинтегрировав уравнения (5) и получив )0(M  и )0(W , можно под-
бором малого параметра λ  и матрицы F добиться приемлемой точно-
сти приведения на заданном отрезке управления, добиваясь, таким об-
разом, компромисса между точностью и величиной коэффициентов 
усиления в цепи обратной связи. 

Кроме того, для автономных систем (если матрицы QBA ,,  и R  – 
постоянны) формулы (14) и (15) позволяют легко осуществить совме-
стный выбор штрафного малого параметра λ  и продолжительности 
отрезка управления T для успешной реализации приведения в ноль с 
заданной точностью. Для этого уравнения (5) решаются в обратном 

времени на отрезке ],0[
_
T  при достаточно большом 

_

T . Затем, по фор-

муле (14) для всех ],0[
_

Tt ∈  рассчитывается значение ошибки приве-

дения 01
_

)())(()( xtHWEFtMtTy −+=− λλ , которая будет иметь место 
если процесс управления начнется в момент t. В результате можно по-
строить зависимость ошибки приведения от длины отрезка управле-
ния tT −  при фиксированном λ   и выбрать  λ   исходя из продолжи-
тельности отрезка управления. 
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