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О ВЕЩЕСТВЕНОСТИ СПЕКТРА СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

ДВУХСЛОЙНОЙ ЖИДКОСТИ ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ 
БАССЕЙНЕ ПЕРЕМЕННОЙ ГЛУБИНЫ 

 
В работе рассматривается вопрос о вещественности точечного спектра са-

мосопряженного операторного пучка, возникающего при определении свободных 
колебаний вращающейся двухслойной жидкости в ограниченном бассейне пере-
менной глубины. Доказывается, что все собственные значения пучка, если они 
существуют, вещественны. 

 
При построении самосопряженного операторного  пучка в каче-

стве исходной будем рассматривать дифференциальную краевую за-
дачу для системы уравнений теории мелкой воды [1 – 2] в той поста-
новке, которая предложена в работе [3].  

Построение самосопряженных операторный коэффициентов 
пучка. Для дифференциального оператора 0L  с переменным коэффи-
циентом ( )yxH , ,  
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являющегося на 0D  симметрическим и полуограниченным, построим 
его самосопряженное расширение [4] (по Фридрихсу) с областью оп-
ределения ( )LD , то есть ( ) ( )GLLL 2: →D , ( ) ( )GHL 1⊂D . Дифферен-
циальному оператору 
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в случае кусочно-гладкого коэффициента ( )yxH , , ставим в соответст-
вие кососимметрический непрерывный оператор ( ) ( )GLGHM 2

1: → . 
На векторном гильбертовом пространстве ( ) ( ) ( )GHGHG 111 ⊕=H
строим самосопряженный полуограниченный оператор L  как матрицу 
с коэффициентами – операторам 
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и ограниченный самосопряженный оператор 
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действующие на векторном гильбертовом пространстве ( ) =G2L
( ) ( )GLGL 22 ⊕= . 
Определим оператор ( )HL  как ( ) ( ) ( )HHH ML αλ −=L , где α – 

вещественный коэффициент. 
Дифференциальной краевой задаче сопоставим систему уравне-

ний 
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где λ  – спектральный параметр, а ( )1~η , ( )2~η  принадлежат  
( ) ( )G1HL ⊂D . 
Определим оператор C , действующий в векторном гильберто-

вом пространстве ( ) ( )GG 22 LL ⊕ , как матрицу с коэффициентами опе-
раторами 
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Тогда система уравнений (1) может быть записана как одно уравнение 
для самосопряженного операторного пучка 

( ) ( ) 0~~ 22 =−+ ηλαληλC .                                   (2) 
Оператор L  запишем в виде M-BL αλ= , где 
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Уравнение (2) можно теперь записать в виде 
( )( ) 0~23 =++− ηααλλ MB EE .                            (3) 
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Уравнение (3), определяющее свободные колебания двухслойной 
жидкости, обладает основными свойствами уравнения колебаний од-
нородной жидкости, которое было рассмотрено в [5]. 

Вещественность собственных значений операторного пучка. 
Рассмотрим матрицу с самосопряженными операторными коэффици-
ентами 
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и докажем следующие её свойства. 
Утверждение 1. Если самосопряженный операторный коэффи-

циент ( )1HL  матрицы B  положительно определен, ( ) 01 >>HL , а 
( ) 02 ≥HL , то оператор B является самосопряженным, положительно 
определенным оператором в гильбертовом пространстве 

( ) ( )GG 22 LL ⊕ . 

Доказательство. Пусть ( )T21 ,ξξξ =  – произвольный элемент, 
принадлежащий ( ) ( ) ( )( )LL DDBD ,=  – области определения опера-
тора B . Тогда самосопряженность оператора B  следует непосредст-
венно из самосопряженности операторных коэффициентов симмет-
ричной матрицы B . 

Вычислим ( )ξξ ,B  для любого ( )BD∈ξ . Вектор ξB  запишем 
в виде 
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Тогда 
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Таким образом, ( ) ( )( ) ( )( )ηηξξξξ ,,, 2111 HH LL +=B , где 
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Так как  ( ) 01 >>HL , и ( ) 02 ≥HL , то из последнего равенства по-
лучаем 0>>B , что требовалось доказать. 

Утверждение 2. Если  ( )( ) ( )( )ξξξξ ,, HH ML ≥ , ( )LD∈ξ , то 
для любого ( ) ( )BD∈= T

21 ,ξξξ  имеет место неравенство 
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Доказательство. Пусть 21
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( ) ( )( ) ( )( )112111 ,,, ηηξξξξ HH LL +=B , 
( ) ( )( ) ( )( )112111 ,,, ηηξξξξ HH MM +=M . 

Так как ( )( ) ( )( )111111 ,, ξξξξ HH ML ≥  и ( )( ) ( )( )112112 ,, ηηηη HH ML ≥ , то 
справедливы следующие неравенства 
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что требовалось доказать. 
Утверждение 3. Собственные значения пучка для двухслойной 

жидкости 
( )( ) 023 =++− ξααλλ MB EE ,                           (4) 

могут быть только вещественны. 
Доказательство. Для произвольного 0≠ξ , в силу Утвержде-

ний 1–2, справедливы неравенства ( ) 0, >ξξB , ( ) ( )ξξξξ ,, MB ≥ . 
Предположим, что ξ  – нормированный собственный вектор пучка (4). 
Умножим скалярно уравнение (4) на этот вектор. Обозначим 

( )ξξ ,B=l , ( )ξξ ,M=m . Тогда собственные значения пучка (4) явля-
ются корнями скалярного уравнения 

( ) 023 =⋅++− ml ααλλ ,                                  (5) 
коэффициенты которого, в силу Утверждений 1–2, удовлетворяют 
неравенствам 0>l , ml ≥ . 

Покажем, что уравнение (5) имеет только вещественные корни; 
если ml > , то эти корни простые. Как известно [6], уравнение Корда-
но 

03 =++ qpλλ                                          (6) 
имеет только вещественные корни, если его дискриминант 

( ) ( ) 023 23 ≤+= qpD ; если 0<D , то все корни простые. 
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В уравнении (6) имеем ( )2α+−≡ lp , mq ⋅≡ α . Все корни этого 
уравнения будут вещественны, если выполнено неравенство 0≤D , то 
есть 
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которое эквивалентно при 0>l  неравенству 
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Обозначим τα =l2 , 222 alm = , при этом 0≥τ , 12 ≤a . Неравенство 
(7) запишется в виде 
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Докажем неравенство 
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из которого следует строгое неравенство 
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Неравенство (8) после раскрытия скобок и приведения подобных при-
водится к неравенству 
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которое можно записать в виде 
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При 0≥τ  неравенство (9) очевидно, так как каждый из сомножителей 
не может быть отрицательным. 
Следовательно, собственные значения пучка для двухслойной жидко-
сти (4) могут быть только вещественными, что требовалось доказать. 
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