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ВОЛНЫ НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА ДВИЖУЩЕЙСЯ 

АКУСТИЧЕСКОЙ СРЕДЫ И УПРУГОГО 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА 

 
Исследуется влияние движения акустической среды с постоянной горизон-

тальной скоростью на свойства нестационарных бездисперсионных поверхност-
ных волн Стоунли, а также гидроупругой волны. Обобщается уравнение Стоунли 
на случай горизонтального движения акустической среды, численно исследуется 
зависимость фазовых скоростей волны Стоунли от числа Маха. Анализируются 
теоретические сейсмограммы (ТС), полученные на основе аналитического реше-
ния плоской задачи. 

  
 Известно [4], что несмотря на огромную разницу в плотности 

воздуха и грунта, возмущения атмосферного давления, перемещаясь 
вдоль поверхности, могут усиливать поверхностные волны, когда их 
фазовая скорость равна скорости звука в воздухе. Такое взаимодейст-
вие с воздухом наблюдается для изгибных волн во льдах, плавающих 
по поверхности океана, и для волн, аналогичных волнам Релея, воз-
никающих в среде с низкоскоростными поверхностными слоями [6]. 
Известно также, что повышенный высокочастотный сейсмический 
фон наблюдается при прохождении ураганных атмосферных масс.  

В предлагаемой модели «верхняя» акустическая среда (жид-
кость, газ и т.д.) имеет постоянную горизонтальную скорость x0v , а 
«нижняя» (морское дно, поверхность Земли, ледник и т.д.) описыва-
ется уравнениями упругого изотропного тела, так что при 0v0 =x  эта 
задача эквивалентна известной задаче о распространении волны Сто-
унли [1, 5, 7]. Достаточно полный обзор по волнам Cтоунли приво-
дится в [5]; в [1] приводится обзор различных модификаций волны 
Стоунли, при этом случай движения акустической среды не упомина-
ется. 

Пусть акустическая среда ( 0<z ) с постоянной плотностью ς  и  
скоростью звука с  описывается системой уравнений акустики дви-
жущейся среды [2, 3]:  

  Fvvv
=

∇
+∇+

ς
P

dt
d

0)( ,  Q
dt
dP

c
=∇+⋅ v

ς2
1 ,        (1) 
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где ∇+
∂
∂

= 0v
tdt

d  - субстанциональная производная, 0v  характеризует 

среднюю скорость среды, v  описывает поле относительных акустиче-
ских скоростей, P  - давление, F - вектор внешних сил и Q  - источник 
масс.  

Рассматривается случай, когда 0=F , 0=Q , а средние скорости 
среды постоянны, так что const=0v . В таком случае в первом урав-
нении (1) 0)( 0 ≡∇ vv , а если ввести потенциал скоростей AΦ  
( AΦ∇=v ), то из системы (1) связь давления P  с потенциалом AΦ  вы-
ражается в виде: 

At
P Φ∇+

∂
∂

−= )( 0vς ,    (2) 

а уравнение для искомого потенциала AΦ  имеет вид: 

AA c
t

Φ∇=Φ∇+
∂
∂ 222

0 )( v .        (3) 

Нижнее полупространство ( 0>z ) занимает однородное упругое 
изотропное тело плотности ρ , со скоростями продольных волн α   и 
поперечных β , которое описывается потенциалами смещений Р и SV 
волн ( ),0( ψφ ×∇×∇+∇=u ), удовлетворяющими соответственно од-
нородным волновым уравнениям: 

φαφ 22∇=&& , ψβψ 22∇=&& .                (4) 
Пусть в начале координат расположен импульсный силовой ис-

точник мощности N , в таком случае граничные условия на границе 
раздела сред 0=z  полагаются в виде: 

)2()1(
zz vv = , )()( txNPzz δδσ −=+ , 0=rzσ ,                  (5) 

При решении плоской задачи будем считать )0,v( 00 x=v , т.е. 
рассматривается случай горизонтального течения с постоянной ско-
ростью. Применяя к (3), (4) двойное преобразование Фурье - Лапласа 
и учитывая физический смысл задачи, а также, то что оператор 

=∇+
∂
∂

0v
t xt x ∂

∂
+

∂
∂

0v  в пространстве изображений эквивалентен 

( )xiks 0v+ , можно получить выражения для изображений искомых 
потенциалов AΦ , Φ  и Ψ (здесь и далее изображения и оригиналы 
различаются в зависимости от аргументов): 

=Φ ),,( szkA
zeskA χ⋅),( , ( 0<z ) 

 zeskBszk ξ−⋅=Φ ),(),,( ,  zeskCszk η−⋅=Ψ ),(),,( ,  ( 0>z )  (6) 
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где xx iksvcks
c 0

2
0

222 v2)(1
+−+=χ , 2

2
2

α
ξ

sk += , 2

2
2

β
η

sk += . 

Для изображений давления и вертикальной компоненты скоро-
сти акустической среды имеем ( 0<z ): 

)v(),,( 0xiksszkP +−= ς zeskA χ⋅),( ,                    (7) 
z

z eskAszkv χχ ⋅= ),(),,()1( .                              (8) 
Изображения компонент смещений упругого полупространства 

можно представить в виде: 
zz

x eskCeskikBszk
z

szkikszku ηξ η −− +=Ψ
∂
∂

−Φ= ),(),(),,(),,(),,( , 

zz
z eskikCeskBszkikszk

z
szku ηξξ −− +−=Ψ+Φ

∂
∂

= ),(),(),,(),,(),,( ,  (9) 

тогда для вертикальной компоненты скорости имеем:  
),,(),,(v )2( szkusszk zz ⋅= .        (10) 

Изображения компонент напряжений в этом случае имеют вид: 
=zzσ ( )[ ]zz CeikBesk ηξ ηβµ −− −+ 22 222  

=rzσ ( )[ ]zz CeskBeik ηξ βξµ −− +−− 22222 .    (11) 
Подставляя найденные выражения в граничные условия (5), 

можно получить систему алгебраических уравнений относительно 
неизвестных коэффициентов, откуда ),( skA , ),( skB , ),( skC  находят-
ся в виде: 

),(
),( 2

3

skS
sNskA
µχβ

ξ
= , 

),(
2),(

222

skS
skNskB

µ
β+

−= , 

),(
2),(

skS
ikNskC

µ
ξ

= ,     (12) 

где ( ) 4
0

3
22222 )v(

42),(
ρχβ

ςξ
ξηβ

kisskskskS x+
+−+=  - соотношение 

для волн Стоунли, обобщенное на случай горизонтального движения 
акустической среды с постоянной скоростью x0v . В случае 0v0 =x  
(покоящаяся среда) ),( skS  переходит в известное уравнение Стоунли 
[1, 5, 7]. 

Переход к контурному интегралу по лучевому параметру осу-
ществляется формальной заменой ispk =  ( 0>s ) [4], тогда изображе-
ния Лапласа упругих смещений  будут иметь вид: 

( )[ ]dpeep
pS

piNszxu zpxszpxs
i

i
x

)()(22 212
)(2

),,( ηξ ξηβ
πµ

+−+−
∞+

∞−

+⋅−−= ∫ , 
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=),,( szxu z ( )[ ]dpepep
pS

iN zpxszpxs
i

i

)(2)(22 212
)(2

ηξβ
ξ

πµ
+−+−

∞+

∞−

−⋅−− ∫ , 

где [ ] [ ])(1)(11
00 cvpcvp

c xx +−⋅−−=χ , 22 p−= −αξ ,  

22 p−= −βη , 

( ) 4
02222 )1(

412)(
ρχβ

ςξ
ξηβ

pvpppS x−
++−= .  (13) 

Вводя безразмерные переменные и функции: 
c

v
M ox=  - число 

Маха,  

α
β

γ = , 
c
β

ϑ = , 
ρ
ς

ρ = , pp β= , 
x
zz = , 22 p−= γξ , 21 p−=η , 

[ ] [ ])1()1( MpMp −+⋅+−= θθχ , 

( ) ( ) )1(412 222 pMpppS
ϑχ

ξ
ρηξ −⋅++−=         (14) 

(далее черточки над безразмерными величинами опускаются), выде-
ляя отдельно продольные и поперечные волны, можно получить: 

=

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




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)(
2

)(
2

2

12
)(2 η

β

ξ
βξ

πµ
.   (15) 

Далее, чтобы получить из (15) алгебраические выражения во 
временной области, следует преобразовать выражение для изображе-
ния Лапласа решения к виду прямого преобразования Лапласа [4, 8, 
9].  

Рассмотрим обращение во временную область на примере про-
дольной компоненты P

xu . Можно ввести вещественную переменную, 

имеющую размерность времени, так что: )( zpxt ξ
β

+= , а с учетом 

x
tt ⋅

=
β  и, опуская черту над безразмерной переменной, можно полу-
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чить: zpt ξξ += . Таким образом, P
xu  из (15) можно представить в ви-

де: 

=),( szu P
x dt

dt
dp

)p(S
e)p(p

x
iN

C

ts
ξ

ξ
ξξπµ ∫

−

−− 12
2

2 ,         (16) 

где ( )1222 +−

±
=

zt
i

dt
dp

γ

ξξ , а контур 

C (abcOdef), в пространстве )pRe( -
)pIm( , изображенный на Рис. 1, опре-

деляется условием: 

 
( )

1
1

)( 2

222

+
+−±

=
z

ztizt
tp

γ
ξ , причем 

знак перед радикалом соответствует 
выбору условия 0)Im( >p  (-) или 

0)Im( <p  (+). Пунктиром обозначены 
связующие дуги бесконечного радиуса, 
которые образуют замкнутый контур с 
осью pIm , содержащий область S . 
Следует отметить, что в случае 0<x  следовало бы рассматривать 
зеркальное отражение контура относительно оси pIm . Наличие экс-
поненты в подынтегральном выражении (16) позволяет применить 
лемму Жордана и поэтому вклад в интеграл по связующим дугам ра-
вен нулю. Интеграл по участкам контура cO  и Od  также равен нулю, 
при этом контур не пересекает разрезы для ξ , η , χ  ( 0Re =ξ , 

0Re =η , 0Re =χ ), в силу чего условия излучения на бесконечности 
не нарушаются. Предполагая, что корни уравнения  0)( =pS  не лежат 
в области S ,  (16) можно представить в виде:  

=),( szu P
x 













⋅+⋅− −

∞
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dt
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,   (17) 

где )12(
)(

)( 2 −= p
pS

ppF , 
( )

1
1

2

222

+

+−+
=

z
ztizt

p
γ

ξ , а черта над ξp  

означает комплексное сопряженное.  

Используя )()( pFpF = , а также 
dt

dp
dt
pd ξξ −= ,  можно получить: 

=),( szu P
x ∫

∞
−+−⋅−

0

2 )1()(Im dt
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dp
eztHpF

x
N st ξ
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,      (18) 
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так что решение во временной области будет иметь вид: 

=),( tzu P
x

)(

2 )1()(Im
tpp

dt
dp

ztHpF
x

N

ξξ

ξ
ξ γ

πµ
=








+−− .      (19) 

Таким образом, из (15) по аналогии с выводом (19) получаем 

решение, зависящее от двух безразмерных параметров 
x

tt ⋅
=

β  и 

x
zz =  в виде: ),(, tzu zx ),(, tzu P

zx= ),(, tzu S
zx+ , при этом  ),(, tzu P

zx  и 

),(, tzu S
zx  определяются следующим образом: 
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где   
( )

1
1

2

222

+
+−+

=
z

ztizt
p

γ
ξ , 

( )
1

1
2

22

+
+−+

=
z

ztizt
pη , 

( )1222 +−
=

zt
i

dt
dp

γ

ξξ , ( )122 +−
=

zt
i

dt
dp ηη . 

Для того чтобы включить в рассмотрение возможные головные волны 
в случае α>с , в выражениях (20) следует не учитывать функции Хе-
висайда в верхних столбцах.  

Анализируя соотношение типа Стоунли (15), записанное в про-
странстве безразмерной горизонтальной медленности, следует отме-
тить наличие двух точек ветвления в знаменателе последнего слагае-

мого χ : 
11 +

=
M

p θ ;  
12 −

=
M

p θ . Этим точкам (см. Рис. 2, 3), соответ-

ствуют импульсы, движущиеся с размерными скоростями:  
cx += 01 vv , cx −= 02 vv .         (21) 
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Следует отметить, что скорости 1v , 2v  в данном случае являются ско-
ростями распространения возмущения в акустической среде вдоль 
оси x . Таким образом, скорости (21) характеризуют гидро- или аэро-
упругую волну, связанную с движением фронта звуковой волны соот-
ветственно в жидкой или газообразной акустической среде. 

10.4 10.52 10.64 10.76 10.88 11
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4 .10 6

2 .10 6

πµ x
N





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M = 0 __________

аэроупругие волны --> M = 0.005 _ _ _ _ 
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Рис. 2 
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Рис. 3 
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 Анализ ТС, построенных для различных наборов упругих пара-
метров сред (γ , ϑ , ρ ) и чисел Маха (включая случай 0=M ), пока 
зывает, что времена, соответствующие (21), при достаточно малых z  
всегда можно выделить. Как правило, наблюдается незначительное 
искажение формы сигнала (Рис. 2), так что эти импульсы имеют ам-
плитуды, на несколько порядков меньше волны Стоунли. В случаях 

α>1v  или α>2v  эти волны становятся головными (коническими) 
волнами (Рис. 3). Таким образом, на основании анализа волновых 
картин, построенных согласно (20), можно делать оценку влияния 
распространяющегося акустического сигнала на упругие деформации 
для различных моделей сред этого типа. 

ТС (Рис. 2, 5) рассчитывались для моделей «мягкого» ( α>с ) и 
«твердого» ( α<с ) подстилающего полупространства с характеристи-
ками, приведенными в [5]: 21=γ , 31=ϑ , 95=ρ  и 85=γ , 35=ϑ , 

52=ρ  соответственно. Рис. 3 демонстрирует чувствительность гид-
роупругой волны к малым изменениям числа Маха, при этом реаль-
ные упругие параметры для системы грунт / воздух следующие: 

31=γ , 7.10=ϑ , 310124.2 −⋅=ρ . В этом случае, в силу малости ρ , 
амплитуда и фазовая скорость волны Стоунли  незначительно изме-
няются только на гиперзвуковых скоростях.  
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Рис. 5 

 
На Рис. 4 изображены зависимости безразмерных (отнесенных к 

скорости поперечных волнβ ) фазовых скоростей волны Стоунли ΦC  
от числа Маха M . Вне представленного диапазона чисел Маха корни 
уравнения )( pS  (14) имеют ненулевые мнимые части, в этом случае 
решение теряет устойчивость. Для обоих наборов упругих параметров 
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ΦC  увеличивается или уменьшается  в зависимости от направления 
течения в верхней среде. Если направление течения совпадает с на-
правлением распространения волны Стоунли, то ΦC  растет, в против-
ном случае - уменьшается и даже стремится к нулю при 1−→M . По-
теря устойчивости решения связана с тем, что при достаточно боль-
ших числах Маха ΦC  может достигать скорости поперечных волн. 
Таким образом, из решения уравнения 0),1( =MS  можно получить 
интервал устойчивости по параметру числа Маха в виде: 
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
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Достоверность выводов можно дополнительно проверить, если 

в соответствии с (20) строить ТС смещений, аналогично (Рис. 5), для 
различных чисел Маха и анализировать относительные времена всту-
пления объемных волн (P и S), а также волны Стоунли. 
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