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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТАНГЕНЦИАЛЬНЫХ СМЕЩЕНИЙ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 

Интегрируется система уравнений закона Гука относительно тангенциальных 
компонент вектора смещения для упругих трансверсально-изотропных пологих 
оболочек. Оценивается влияние коэффициента податливости поперечному сдвигу 
при кручении трансверсально-изотропной пологой сферической оболочки с попе-
речным круговым недеформируемым включением или круговым отверстием. 

 

Система однородных разрешающих дифференциальных уравнений 
статики трансверсально-изотропной пологой оболочки имеет вид [1] 
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Здесь χϕ ,,w  - функции напряжений, прогиба и сдвига; Е, ν, K - коэф-
фициенты упругости; h- толщина оболочки; D - цилиндрическая жест-
кость. 
Аналитическое представление решения системы (1) в полярных ко-

ординатах θ,r  на срединной поверхности опубликовано в работах 
[3],[4] для симметрии деформированного состояния типа кручения [5]. 
Через производные от функций  χϕ ,, w  выражаются все величины, 
характеризующие деформированное состояние оболочки, кроме тан-
генциальных смещений  ur , uθ  срединной поверхности, которые 
должны быть определены из трех соотношений упругости 

 θθθθθ νωνενε rrrrr SEhTTEhTTEh )1(,, +=−=−= . (2) 
С учетом зависимостей между компонентами вектора смещений  
 θθθθ θ sincos,sincos 1221 uuuuuur −=+=  (3) 
и выражений усилий ,,, θθ rr STT  через функцию ϕ  система (2) преоб-
разуется к виду: 
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Здесь главные кривизны k1, k2 срединной поверхности приближенно 
полагаются постоянными и связаны с параметрами  ε, R0: 
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Условием совместности системы (4) является первое из уравнений 
(1). Функции ( )21212/, νϕ −== hcEhcUw , удовлетворяющие 
системе (1) и убывающие по абсолютной величине при ∞→ρ , имеют 
вид [4]: 
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Здесь )(
,
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, , ll
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цилиндрические функции Макдональда. 
Заменой переменных  ηξ 00 , cRycRx ==   и искомых функций: 
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система (4)приводится к виду 
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где 2∇ - оператор Лапласа в переменных ηξ ,   или θρ , . 
Следуя работе [2], уравнения (8) комбинируются в комплексные: 
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чертой сверху обозначается комплексное сопряжение. 
Из первого уравнения (9) следует )(),(21 ζωθρυυ +=+ fi , где 

)(ζω  - аналитическая функция комплексного переменного; ),( θρf  - 
какое-либо частное решение уравнения 

 wf ε
ζ

=
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Если найти частное решение вспомогательного уравнения 
 wg =∇2 , (12) 
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то, подставляя w из уравнения (12) в (11), выражаем частное решение 
),( θρf  и решение первого уравнения (9) через функцию ),( θρg : 
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Из зависимостей (3), (7), (13) получаются выражения тангенциаль-
ных смещений через функции )(ζω , ),( θρg , ),( θρU  
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Второе уравнение системы (9) с учетом зависимостей (13), (10) преоб-
разуется в условие на аналитическую функцию )(ζω : 
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Нетрудно проверить, что частным решением вспомогательного 
уравнения (12) является выражение: 
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Подставляя выражение (16) в (15) и учитывая рекуррентные зависи-
мости [3] между постоянными )(
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определяем аналитическую функцию )(ζω  в следующем виде: 
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Здесь опущены слагаемые  21 iCCiC ++ζ , которым соответствует [2] 
тангенциальные смещения без деформации. 
Результат подстановки выражений (6), (16), (19) в формулы (14) 

для тангенциальных смещений представим раздельно 
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для полигармонической части: 
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и для цилиндрической части решения: 
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Полигармонические части решения не зависят от значений пара-
метра δ . Цилиндрические же части определены в диапазоне 10 << δ . 
В бесконечном интервале 1>δ  цилиндрические части функций на-
пряжений и прогиба представляются [3] так: 
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Цилиндрическая часть смещений принимает форму: 
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Краевые условия на границе 0rr =  ненагруженного кругового вы-
реза формулируются [1] относительно усилий и моментов: 

.0,0,0,0,0
00000

===== ===== rrrrrrrrrrrrrrr HQGST θθ  (26) 
В случае же, когда к границе кругового выреза припаяно включение, 
деформациями которого можно пренебречь, краевые условия можно 
сформулировать относительно перемещений и углов поворота. При 
этом учтем, что система дифференциальных уравнений (1) основана 
[1] на приближенном представлении поля смещений оболочки в виде: 

 

 ),()),(),(()),(),(( θθγγθθγγθ θθθ rwrrurru rrr neeu ++++= . (27) 
 

Вектор Ω малого поворота срединной поверхности вычисляется 
через компоненты вектора смещения по формуле: 

 ( ) nrrr Ω+−−−=×∇=
=

neeuΩ 2)()(2 0 γϑγϑ θθθγ . (28) 
Поэтому краевые условия на границе недеформируемого кругового 
включения в случае кручения оболочки сформулируем в виде: 

 

 0)(,0)(,0,,0
00000 0 =−=−=== rrrrrrrr wCuu θθθ ϑγϑγ . (29) 

Здесь постоянная С0 определяется после выполнения граничных усло-
вий (29). 
Вошедшие в краевые условия (26), (29) величины представляются 

суммой безмоментного решения:  
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0,2cos)1(,2sin)1( 000 =+−=+−= wrhEhurhEhur θτνθτν θ , 
 

 θτθτθτ θθ 2sin,2sin,2cos 000 hThThS rr =−=−=  (30) 
и соответствующих величин, отвечающих решению систем (1), (4). 

 

Таблица 1 
Включение Отверстие  

δ ρ0=1/2 ρ0=1 ρ0=2 ρ0=4 ρ0=1/2 ρ0=1 ρ0=2 ρ0=4 
0 1,437 1,371 1,273 1,174 -4,368 -5,321 -8,406 -18,11 
0 0,413 0,830 1,331 1,754  0,593  1,878  6,165  21,66 

0,1 1,427 1,355 1,258 1,164 -4,445 -5,462 -8,600 -18,30 
0,1 0,650 0,996 1,429 1,806  0,583  1,725  5,691  20,56 
0,5 1,399 1,351 1,219 1,137 -4,715 -6,001 -9,527 -19,77 
0,5 1,723 1,761 1,858 2,008  0,533  1,525  5,146  19,37 
1,0 1,373 1,282 1,189 1,116 -4,999 -6,577 -10,57 -21,53 
1,0 2,926 2,584 2,311 2,216  0,484  1,377    4,77  18,56 
2,0 1,337 1,242 1,154 1,092 -5,465 -7,531 -12,35 -24,64 
2,0 5,022 3,931 3,032 2,542  0,418  1,189    4,28  17,49 

5,0   1,28 1,184 1,110 1,063 -6,495 -9,643 -16,42 -32,03 
5,0 10,02 6,891 4,559 3,235  0,318  0,904    3,48  15,57 
 
В табл.1 даны значения наибольших по абсолютной величине мем-

бранных (нечетные строки) и изгибных (четные строки) напряжений в 
трансверсально-изотропной сферической оболочке при различных 
значениях параметра )2/( 0KREhc=δ  податливости поперечным 
сдвигам и относительного радиуса 000 / cRr=ρ  кругового выреза. 
Они достигаются на линии контакта с включением (радиальные на-
пряжения )/(6),/( 2)()( hGhT r

b
rr

m
r τστσ ==  при кручении оболочки с 

поперечным недеформируемым включением) или на границе отвер-
стия ( )/(6),/( 2)()( hGhT bm τστσ θθθθ == -кольцевые напряжения при 
кручении оболочки с поперечным круговым отверстием). Для коэф-
фициента Пуассона принято значение 30,=ν .  

В строках со значением 0=δ  приведены напряжения, полученные 
на основании классической теории пологих оболочек [5, 6]. Они мало 
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отличаются от напряжений в трансверсально-изотропной пологой 
оболочке при малых значениях параметра δ , в частности, при значе-
нии 1,0=δ .  

Из табл.1 следует, что при увеличении параметра δ  в случае кру-
чения сферической трансверсально-изотропной пологой оболочки с 
поперечным круговым отверстием заметно возрастают по абсолютной 
величине мембранные кольцевые напряжения Возрастание это тем 
заметнее, чем больше относительный радиус отверстия 0ρ . Изгибные 
кольцевые напряжения убывают с увеличением параметра δ . 
Если край отверстия подкреплен недеформируемым включением, 

то характер зависимости напряжений на границе с включением от па-
раметра δ  изменяется на противоположный. С увеличением парамет-
ра δ  заметно возрастают изгибные напряжения, и возрастание это тем 
больше, чем меньше относительный радиус включения 0ρ . Мембран-
ные напряжения убывают с увеличением параметра δ . 
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