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УДК 517. 956.4 

 
Е. П. БЕЛАН, канд. физ.-мат. наук, Таврический нац. ун-т 

 
              О БИФУРКАЦИИ БЕГУЩИХ ВОЛН  

   В СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ  
         ЗАДАЧЕ С ПРЕОБРАЗОВАННЫМ  АРГУМЕНТОМ 

 
Исследована задача  бифуркации периодических структур, рождающихся из 

пространственно-однородного стационарного решения параболического уравнения с 
малой диффузией и преобразованием  поворота пространственной координаты.  Рас-
сматриваемое уравнение возникает при моделировании процессов самовоздействия 
светового поля в оптическом резонаторе  с распределенной обратной связью. Изу-
чаемый случай представляет интерес в связи с анализом природы оптической турбу-
лентности. Установлено, что в двухпараметрическом семействе рассматриваемых 
уравнений при прохождении параметров через критическую линию из неустойчивой 
бегущей волны рождается   устойчивая бегущая волна и неустойчивый бегущий тор с 
постоянным векторным полем на нем. Тор находится на сепаратрисном многообра-
зии, которое разделяет области устойчивости двух бегущих волн.   

 
1.   На окружности Z/2πRS =  рассмотрим уравнение 

 
 )cos1( huKuuu γµ ++′′=+&                                 (1) 

                                                   
с малым параметром .0>µ   Это уравнение служит моделью при анализе 
динамики светового пучка в виде тонкого кольца  при повороте поля на 
угол h  в контуре обратной связи вокруг оптической оси [1].  В (1) ),( θtu - 
фаза световой волны, ),(),( htutuh += θθ , 0>K  - коэффициент пропор-
циональный интенсивности светового потока, 10 ≤< γ  - видность интер-
ференционной картины. Случай малой диффузии  представляет интерес 
в свете экспериментально обнаруженного распада структур при умень-
шении коэффициента диффузии частиц нелинейной среды.                             

Качественные свойства периодических структур аналогичного (1)  
уравнения  изучены в [2]. Анализ бифуркации  периодических структур 
проводится далее при отличных от [2] условиях. 
2.  В качестве фазового пространства уравнения (1) возьмем пространст-
во Соболева )(1 SH . 
Пусть w  пространственно-однородное состояние равновесия (1).    
Условие 1.  ν+= hh

)
, где q/p,q/ph π2=

)
-- несократимая дробь.   
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Обозначим wK sinγ−=Λ . Предположим, что 1−<Λ , .h π<<
)

0  
Условие 2. Существуют такие целые qmmmm <<< −+−+ 0,, , что 

.))himexp((Re))hikexp(Re(max
qk

011
0

=+−=+− ±

<<

))
ΛΛ     

Из условия 2  следует  
.))himexp((Im))himexp((Im 011 0 ≠=+−−=+− −+ ω

))
ΛΛ  

 Заменой  vwu +=  перейдем к уравнению  
              ),,,(),(/ νµνµ hvRvLdtdv +=                      (2)  

 ,sin),( hwvKvvvL γµνµ −−′′=  ].sincos)[cos(),( wvwvwKvR +−+= γµ  
Собственной функции )exp( θikq k =  оператора ),( νµL  соответствует 
собственное значение  
                            .,1,0),exp(12 K±=Λ+−−= kikhkk µλ  
Обозначим  

+−+−= −+− 121
1 122 )(()wctg()(himexp(c ΛΛΛ

)
        

),))himexp(i)(himexp( 1
0 2122 −++ −++

))
Λω  

.,,s,hmsin)sqm()sqm(),(ss K
)

102 =+++== +++ Λνµνµαα  
При рассматриваемых условиях .0Re 1 <c    
Теорема.  Пусть .hmsin 0>+

)
Существует такое  00 >δ  и область 

  },0),(,0),(,||),(||,0,0:),{( 210 >+<+<>>= νµανµαδνµνµνµ ooQ  
такая, что при Q∈),( νµ   (2) имеет  периодические по t  решения 

),,,( 00 νµηv )),(( 0
0 θνµωη ++= mt , ),,,( 01 νµηv  ))(),(( 1

1 θνµωη qmt ++= + , 
   ||)),((||cos2)Re/( 0

2/1
100 νµηα Ocv += ,                           (3) 

   |)),((|cos2)Re/( 1
2/1

111 νµηα Ocv += ,                             (4) 
где ||),),((||),( 0 νµωνµω Os +=  .1,0=s  
 Существует область QQ ⊂′ , точки которой удовлетворяют ус-
ловию ||)),((|||),(||),(|2 01 νµνµανµα o+< , такая, что при Q′∈),( νµ  ре-
шение 0v  является орбитально асимптотически устойчивым, 1v  неус-
тойчиво. Пусть область Q ′′  является дополнением Q′  до Q , то-есть 

.QQQ =′′∪′  
Тогда при Q ′′∈),( νµ  решения 0v , 1v  являются орбитально асимптоти-
чески устойчивыми. Уравнение (2) при Q ′′∈),( νµ  имеет решение 

),,,,( 101,0 νµϕϕv  ))(),(,),(( 0,111,00 θνµωϕθνµωϕ qmtmt ++=+= ++ , 
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||),,(||01,0 νµωω O+= ||),(||00,1 νµωω O+= , 

||),,(||cos2cos2 1
2/1

10
2/1

01,0 νµϕϕ Orrv ++=                     (5) 
где 1,0),,( == irr ii νµ  удовлетворяют системе 

.ReRe2
,Re2Re

11110

01110

α
α

=+
=+

crcr
crcr

 

Решение 1,0v неустойчиво. Нулевое решение уравнения (2) неустойчиво.  
Периодических и  квазипериодических решений отличных от указанных  
( с точностью до сдвигов) уравнение (2) в окрестности нуля не имеет. 
 
Доказательство. Применим к (2) формализм метода центральных мно-
гообразий инвариантных относительно  группы вращения 

)2(mod, πααθθ R∈+→  [3], [4], [5]. С этой целью положим  
),,,,,( 212010112120101 νµσ qzqzqzqzqzqzqzqzv ++++= ,           (6) 

где ),exp(0 θ+= imq  ))(exp(1 θqmiq += + , а 21, zz  удовлетворяют системе  

).,,,,,(
),,,,,,(

221121
2

2

221111
1

1

νµλ
νµλ

zzzzfzz
zzzzfzz

+=
+=

&

&
                                    (7) 

Здесь ).,(),,( 21 νµλλνµλλ
qmm +++ ==  Положим ,32 K++= σσσ  где  

K,, 32 σσ  однородные многочлены относительно 2211 ,,, ξξξξ  степени со-
ответственно 2,3,…. Подставляя (6), (7) в (2), получим рекуррентную по-
следовательность линейных дифференциальных уравнений относительно  

K,, 32 σσ . Разрешая уравнение относительно ,2σ  получим 

∑
=

−=
2||

1
2 ,2

α

α
αξσσ  )),,((exp]),([cos 1

),( αλαωγσ αα miiKw m
−−−=  

где    ),,,,( 0000 ωωωωω −−= ).,,,( qmqmmmm −−+−= ++++  Условие 
разрешимости уравнения относительно 3σ  приводит к равенству  

).2(),2( 2211112222111111 KK ++=++= zzczzczfzzczzczf  
Рассмотрим систему   

).2(
),2(

221111
2

22

221111
1

11

zzczzczz
zzczzczz

++=
++=

λ
λ

&

&
                                  (8) 

Положим 222111 , ρρ == zzzz . Относительно 21, ρρ  получим систему в 
четверти плоскости, которая отличается от системы  

    
)ReRe2),((2
),Re2Re),((2

2111122

2111011

ρρνµαρρ
ρρνµαρρ

cc
cc

++−=
++−=

&

&
                           (9) 
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членами, имеющими более чем первый порядок малости по ).,( νµ   Эта 
система является системой Лотка - Вольтерра легкого типа. Бифуркаци-
онные диаграммы и перестройки в таких семействах  приведены в [6], 
[7]. Состояниям равновесия ),0,Re/( 10 cα )cRe/,( 110α  соответствуют би-
фурцирующие из нуля периодические решения системы (8). Очевидно, 
что  

,)cRe/(),,)i(exp),i(exp,,(cosv
,)cRe/(),,,,),i(exp),i((expcosv

/

/

21
111112

2
1111

21
100002

2
0000

00002
00002

αξηησξηξ
αξηησξηξ

=−+=
=−+=

))))

))))
 

где    ,)qm(t)cIm(,mt)cIm( θξληθξλη +++=++= ++ 2
10

2
1

2
00

1
0

))  явля-
ются приближенными по невязке порядка 3/2 относительно ||),(|| νµ   
решениями уравнения (2). Для доказательства существования решений 
уравнения (2) с указанными свойствами используется методика работы 
[8]. Линеаризуем уравнение (2) на приближенном решении .,s,vs 10=)  В 
результате получим уравнение 

,,v)),,(a),,(a),,(a(v),(Lv sh ηηνµηνµηνµηνµ =++−= 321&  
в котором  

,nm),iexp()i(exp(wctga s
)))) ++=−+−= ηηηηξ Λ1  

),))himexp(i)(iexp(
)((Re)wctg()iexp()i(exp(((a s

1
0

12212
2

2122
12

−+

−−

−−+−+
+−−−+=

))

))

Λ
ΛΛΛ

ωη
ηηξ  

||).),((||3 νµoa =  
Вместо переменных θ,t  введем переменные η,t . В новых переменных 
уравнение (10) становится автономным  и, следовательно, свойства ус-
тойчивости решения 0=v   определяются спектром оператора   

).()2(,)( 321
2 ηπηµω ymyyaaayymyMy shhss ss

=++++Λ−+−′=  

Здесь ,sqmms += +  hmh ss = . При )0,0(),( =νµ  собственной функцией 

оператора M является )exp( η
sm

ki , которой отвечает собственное значе-

ние  

).hikexp(
m
ki),(

s
k

)
Λ−+= 100 0 ηωλ  

Из условий 1, 2 следует, что при анализе  ),( νµλk  можно ограничиться 
значениями k  вида kk mkqmmkqm −−++ =+=+ , . Для построения 
асимптотик  критических  собственных значений воспользуемся стан-
дартной техникой. Положим  
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.)
m
m(i),,(yyy)

m
miexp(y s

s

k
ss

s
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K

)
++−=+++=

++
2

043
2

2 1 ξλωλνµξξη  

Подставляем эти выражения в yyM λ= . Приравняв слева и справа ко-
эффициенты при ,, 2

ss ξξ  получим уравнения относительно ., 32 yy  На-
ходим .2y  Из условия разрешимости уравнения относительно 3y  следует   

.cRe))hm(sinm)m((Re skk 0
22 2−+= −+++ ξνµλ

))
Λ  

Заменим km+  на .km−  В этом случае λ
)

 меняется на комплексно сопря-
женное. В случае sk mm =+  полагаем  

.),,(yyy)iexp(b)iexp(by sss K
)

+=+++−+= λξλνµξξηη 2
43

2
221  

 Действуя, как и выше, приходим к заключению, что для разрешимости 
уравнения относительно 3y   λ

)
 должно быть корнем квадратного урав-

нения  
.0Re2 0

2 =+ λλ c  
 Отсюда, следуя [8],  убеждаемся в справедливости заключения теоремы 
о существовании, асимптотике и характере устойчивости  решений 

.1,0, =svs  
Существование инвариантного тора уравнения (2) в области Q ′′ до-

казывается с помощью метода Крылова-Боголюбова-Митропольского 
[9]. Доказательство постоянства векторного поля на этом торе при фик-
сированных ),( νµ  осуществляется распространением на рассматривае-
мый случай методики работы [8].  

Из изложенного выше следует. что    принцип максимума ампли-
туды [10] справедлив здесь в следующей форме.  

 Принцип максимума амплитуды.  Пусть )10( ≤< αα  отношение 
квадратов амплитуд двух различных бегущих волн уравнения (2), в ко-
тором .),( Q∈νµ  Тогда, если 2/1<α , одна из бегущих волн этого урав-
нения неустойчива. Если 2/1>α  бегущие волны уравнения (2) орби-
тально асимптотически устойчивы.  

В качестве особенности динамики двухпараметрического семейст-
ва уравнений (2) выделим бифуркацию рождения  из неустойчивой бе-
гущей волны  устойчивой бегущей  волна и неустойчивого  бегущего то-
ра с постоянным векторным полем на нем.   
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В заключении отметим, что  значение 2/1=α  является бифурка-
ционным  в задаче об  устойчивости спиновых решений феноменологи-
ческого уравнения, описывающего эволюцию фронта  горения [12].    
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