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МАЛЫЕ ДВИЖЕНИЯ СИСТЕМЫ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО 
СОЧЛЕНЕННЫХ ТЕЛ С ПОЛОСТЯМИ, СОДЕРЖАЩИМИ 

ВЯЗКУЮ НЕСЖИМАЕМУЮ ЖИДКОСТЬ 
 

Рассматривается линейная задача гидродинамики, связанная с малыми 
движениями системы n тел. Система представляет собой цепь последовательно 
соединенных твердых тел. Каждое из тел такой цепи является гиростатом. Задача 
решается с помощью методов функционального анализа. Формулируется теорема 
существования решений задачи Коши. 

 
1. Постановка задачи.  Рассматривается система n тел 

niGi ,1, = , последовательно сочлененных сферическими шарнирами. 
Тело G1  имеет неподвижную точку О1. Тела Gi и Gi-1 ( )ni ,2=  имеют 
общую точку Оi. Тело Gi содержит полость iΩ , заполненную вязкой 
несжимаемой жидкостью ( )ni ,1=  . 

Система совершает малые движения вблизи состояния покоя. 
Введем в трехмерном пространстве R3 неподвижную декартову 

систему координат 321
1 xxxО . Рассмотрим подвижную систему коор-

динат 321
iiii xxxO с началом в точке Оi, жестко связанную с i телом, 

ni ,1= . Единичные векторы осей системы 321
1 xxxО  обозначаются че-

рез 
ker , а осей систем 

321
iiii xxxO  — через k

ier , ni ,1= , k=1,2,3. 

Положение подвижной системы координат 321
iiii xxxO  относи-

тельно неподвижной системы координат 321
1 xxxО  задается вектором 

углового перемещения ( )tiδ
r

. Его длина есть угол поворота оси, на-

правление по правилу буравчика [1]: ( ) k
i

k

k
ii et rr

∑
=

=
3

1
δδ . 
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Пусть mi — масса i тела; ir
r — радиус-вектор, связывающий по-

люс Oi с любой точкой тела Gi; вектор 3
iii ec rr

α−=  ( iα >0) проведен из 
Оi в центр масс тела Gi,. ni ,1= . Введем вектор  1+= iii OOh

r
,. 1,1 −= ni . 

На систему действует сила тяжести 3egg rr
−= . Силы трения в 

точках Oi  отсутствуют. 
Линеаризованные уравнения движения системы n гиростатов 

таковы[2]: 

t
uL

dt
dJ

∂
∂

+ 1
1

1
1

rr
ω + =










+×+××∑ ∫ ∑

=

−

=

n

k
k

k
k

k
k

j

k

j

j

G
dm

dt
udh

dt
dh

dt
d

h
2

1

1
1

rrrr
r

r ωω

 

= ( )2
1

2
1

1
1

1
1

2
111 eeghmm

n

k
k

rr
δδα +








+− ∑

=

+ ∫ ×
G

dmfr
1

111

rr + ∑ ∫
=

×
n

k
k

kk
G

dmfh
2

1

rr
,   

(1) 

t
uL

dt
dJ i

i
i

i ∂
∂

+
rr

ω + ∑ ∫ ∑
+=

−

=








+×+××

n

ik
k

k
k

k
k

j

k

j

j
i

G
dm

dt
udh

dt
dh

dt
d

h
1

1

1

rrrr
r

r ωω
+ 

∫ ∑ 







××+

−

=G
dmh

dt
d

r
i

ij

i

j

j
i

r
r

r 1

1

ω
= ( )2211

1
iiii

n

ik
ikii eeghmm rr

δδα +







+− ∑

+=

+ 

+ ∫ ×
G

dmfr
i

iii

rr + ∑ ∫
+=

×
n

ik k

kki

G
dmfh

1

rr
, 1,2 −= ni           (2) 

dt
dJ n

n
ω
r

+
t

uL n
n ∂

∂
r

+ ∫ ∑ 







××

−

=G
dmh

dt
d

r
n

nj

n

j

j
n

r
r

r 1

1

ω
= 

= ( )2211
nnnnnn eegm rr

δδα +− + ∫ ×
G

dmfr
n

nnn

rr ,        (3) 

Здесь iJ — тензор инерции гиростата Gi в точке Oi; if
r

 —
внешнее поле малых массовых сил, действующих на систему, запи-

санное в i-ой подвижной системе; 
dt

d i
i

δ
ω

r
r

= — абсолютная угловая 

скорость тела Gi, ( )iii rtuu rrr ,=  —относительная скорость  жидкости.  
Через Li  обозначен гиростатический момент гиростата Gi в точке Oi: 

∫
Ω

Ω×=
i

iiiiii duruL rrr
ρ: , ni ,1= . 

Рассмотрим теперь линеаризованные уравнения движения  и краевые 
условия гидродинамической части задачи.  В подвижной системе ко-
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ординат 321
iiii xxxO  уравнения для определения поля относительной 

скорости ( )iii rtuu rrr ,= , динамического давления  ( )ii rtp r, , с учетом ма-
лого внешнего поля массовых сил if

r
= ( )ii rtf ,

r
, при постоянной плот-

ности жидкости iρ  и кинематической вязкости iµ , имеют вид [1]: 

t
u
∂
∂ 1
r

+ 1
1 r

dt
d r

r
×

ω = 1
1

1
p∇−

ρ
+ 11 ur∆µ + 1f

r
,     01 =udiv r     (в 1Ω )        (4) 
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ω == p i
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ρ
1 + ii ur∆µ + if

r
,   0=iudiv r

  (в iΩ )  

ni ,2= .       (5) 
При этом должны выполняться граничные условия: 

0
rr

=iu  ( )iiSна Ω∂=     ni ,1= .                          (6) 

Добавим уравнения связи  

0=− i
i

dt
d

ω
δ r
r

,   ni ,1= .                               (7) 

Для полной математической формулировки задачи к уравнени-
ям (1)—(7) следует добавить начальные условия: 

( ) ( ),,0 0
iiii ruru rrrr

=
 

( ) ,0 0
ii ωω

rr
=

  
( ) ,0 0

ii δδ
rr

=
 

ni ,1= .              (8)
 2. Переход к дифференциальному уравнению в гильберто-

вом пространстве. 
Задача (1)-(8) исследуется с помощью методов функционально-

го анализа, в частности, с помощью теории операторов в гильберто-
вом пространстве. Эти методы подробно рассмотрены в монографии 
[1]. 

Предположим, что при каждом t все члены в уравнениях Навье-
Стокса (4) и (5) принадлежат пространству 

( )iΩ2L = ( )iΩ0J ⊕ ( )iΩG , ( )iΩ0J ( ) ( ) 0|,{ =Ω∈= iiii udivrtu vrv
2L ( ),iΩ  

0=⋅ ii nu rv ( )}iSна , ( )iΩG ( ) ( ) purtu iiii ∇=Ω∈= vrv |,{ 2L ( )},iв Ω  
 

ni ,1= . 
Применим к обеим частям i-го уравнения оператор ортогонального 
проектирования i0Ρ на подпространство ( )iΩ0J , 

 
ni ,1= . В силу усло-

вия несжимаемости и граничных условий (6) естественно считать, что 
поля скоростей ( )ii rtu rr ,  принадлежат подпространству ( )iΩ1

0J  [1], а 
значит, и подпространству ( )iΩ0J ,  ni ,1= .  

После ортогонального проектирования уравнения (4) на под-
пространство ( )10 ΩJ  получаем: 

 
dt
ud 1
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+ 
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1
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dt
d r

r
ω = ( )1101 ur∆Ρ µ + ( )101 f

r
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Расширяя оператор "" 01∆Ρ−  до оператора  Стокса 01A   [1], при-
ходим к абстрактному уравнению в подпространстве ( )10 ΩJ : 

dt
ud 1
r

+ 





 ×Ρ 1

1
01 r

dt
d r

r
ω + 1011 uA r

µ = ( )101 f
r

Ρ .                     (10) 

Аналогично, после ортогонального проектирования уравнений 
(5) на соответствующие подпространства ( )iJ Ω0  и расширения опе-
ратора "" 0 ∆Ρ− i  до оператора  Стокса iA0 , получим абстрактные урав-
нения в подпространствах ( )iJ Ω0 : 

dt
ud i
r
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Рассмотрим систему уравнений (1)-(3), (10), (11) и (7) как сис-
тему дифференциальных уравнений относительно вектор-столбца 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tttttrturtutv nnnn δδωω
rrrrrrrrr ,...,,,...,,,,...,,: 1111= , считающегося 

функцией t со значениями  в гильбертовом пространстве 
H:= ( )10 ΩJ ⊕⊕ ... ( )nJ Ω0 ⊕С6n. Начальные условия (8) порождают на-

чальный элемент ( ) ( )tnnnuuv 00
1

00
1

00
1 ,...,,,...,,,...,:0 δδωω

rrrrrrr
= . Коротко эту 

систему можно записать в виде одного уравнения 
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где  
1.) ( )tnu,...,u:u rr)

1= , ( )tn,...,: ωωω
rr)

1= , ( )tn,...,: δδδ
rr)

1=  и начальные условия 

принимают вид ( ) ( ) ( )( ) ( )000000 δωδω
)))))) ,,u,,u t

= ; 2.) I - единичная матри-
ца; 3.) элементы матрицы P имеют вид: ( )iiiiii rP rrr

×Ρ= ωω 0 , при ni ,1= ; 
( )kkikki hP

rrr
×Ρ= ωω 0 , при k<i, ni ,1= ; 0=kkiP ω

r , при k>i, ni ,1= ; 4.) 

Элементы матрицы J имеют вид: += iiiii JJ ωω
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=ninJ ω
r ( )∫
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имеют вид: jiприСij ≠= ,0 ;  
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 Определим квадрат нормы элемента из пространства H  по 
формуле  

2
Hvr := i

n

i i

ii du Ω∑ ∫
= Ω1

2r
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n

i
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2ω
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i
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δ
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3. Вспомогательные предложения и основные теоремы о 
разрешимости начально-краевой задачи. 

Предложение 1. Оператор =Ι :~
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задачи Коши (12) 

является положительно определенным  ограниченным оператором в 
H. 

Предложение 2. Оператор A:=
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задачи Коши (12) яв-

ляется самосопряженным положительно определенным неограничен-
ным оператором в H.   

Предложение 3. Оператор B:=

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

−−
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II
CI

0
0

000
 задачи Коши (12) 

является линейным и ограниченным оператором в H.  
Теорема 1.   Оператор ( )Β+ΑΙ− −1~ является производящим опе-

ратором аналитической полугруппы ( )te ⋅
− Β+ΑΙ− 1~

. Если ( )∈xv 0r D(A), 
( )∈tF

r
С1([0,T],H), то сильное решение задачи Коши (12) имеет вид: 
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( ) =tvr  ( )te ⋅
− Β+ΑΙ− 1~

0vr + ( )( ) ( )∫
−Β+ΑΙ− −t

dFe t

0

1~
τττ r

.          (14) 

Применив к (4) оператор ортогонального проектирования 01Ρ−Ι  
на подпространство  G ( )1Ω , получим: 

( ) 





 ×Ρ−Ι 1

1
01 r

dt
d r

r
ω = 1

1

1
p∇−

ρ
+ ( ) 1011 ur∆Ρ−Ιµ + ( )01Ρ−Ι 1f

r
.    (15) 

Если найдено решение задачи Коши (12), то, подставив в (15) значе-
ния полей 1ur  и 1ω

r , находим поле давлений 1p∇ .  

Аналогичным образом, применяя к уравнениям (5) оператор ор-
тогонального проектирования i0Ρ−Ι  на подпространство G ( )iΩ , зная 
значения полей iur  и iω

r , можно найти поле давлений ip∇ , ni ,2= . 

Теорема 2. Если выполнены условия:  

а) ∈0
iur ( ) ( ) ( )ii Ω⊂Ω⊂ 0

1
0 JJD 0iA , ∈0

iω
r С3, ∈0

iδ
r

С3, ni ,1= ; б) по-
ле внешних сил ( )xtfi ,

r
 есть непрерывно дифференцируемые функции 

t со значениями в ( )iL Ω2 , ni ,1= ; 

то исходная начально-краевая задача имеет единственное  силь-
ное решение, для которого поля  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }ttttrturtu nnnn δδωω
rrrrrrrr ,...,,,...,,,,...,, 1111  непрерывно дифферен-

цируемы по t и принимают значения из H, поля ( )( )tpi∇  непрерывны в 
G ( )iΩ , ni ,1= . 
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