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не, а затем превалировать начинает вертикальная составляющая скоро-
сти. Это приводит уже к увеличению вектора результирующей скорости.  

Следовательно, задача оптимизации состоит в определении мо-
мента времени и потери высоты, на которой результирующая скорость 
будет минимальна, с тем, чтобы в этот момент обеспечить посадку объ-
екта. Правда, при этом углом θ  подхода объекта к поверхности варьи-
ровать в нужных пределах уже достаточно сложно.  

Отметим, что основным проблемным вопросом при использова-
нии ПТП является вопрос обеспечения требуемой ориентации и стаби-
лизации системы объект - ПТП в спутном следе носителя. 

В заключение сделаем краткие выводы по результатам выпол-
ненной работы. 

1. Получена приближенная безразмерная зависимость потери 
скорости от безразмерного времени протекания процесса низковысотно-
го десантирования. 

2. На базе полученной зависимости предложена методика оценки 
режимов низковысотного десантирования грузов. 
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ  
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
 В статье предлагается развитие метода функций Ляпунова в теории устойчи-
вости дискретных процессов, описываемых разностными уравнениями с запаздыва-
нием. Новый подход излагается на примере линейного неавтономного уравнения, но 
может быть распространен и на нелинейные разностные уравнения. Приводится ил-
люстративный пример, демонстрирующий зависимость характера устойчивости от 
величины запаздывания. 
 
 1. Постановка задачи. Пусть Z  есть множество всех целых чи-
сел, ZN ⊂= ,...}2,1{  – множество натуральных чисел, ],[ βαJ  – множе-
ство всех целых чисел, содержащихся в отрезке ],[ βα . Обозначим 
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}]0,[:{ npJ R→−= ϕpM  множество отображений ]0,[ pJ −  в веществен-

ное евклидово пространство n -векторов nR . Очевидно, что любое такое 
отображение определяется заданием вещественной )1( +× pn -матрицы 

))0()(( ϕϕϕ Lp−= . Введем в пространстве pM  норму 

})0(,...,)(max{ ϕϕϕ p−= , где ⋅  – некоторая норма в nR .  Для данной 

последовательности  nx RZ →: , )(kxk a , будем обозначать ][kx  эле-
мент пространства pM , определенный как )()]([ skxskx += , ]0,[ pJs −∈ . 
 Одним из наиболее эффективных методов исследования устойчи-
вости дискретных процессов является метод функций Ляпунова [1, 2]. 
Целью настоящей работы является распространение подхода, развитого 
автором ранее для задачи об устойчивости решений функционально-
дифференциальных уравнений [3 – 5], на разностные уравнения с запаз-
дыванием. Для наглядности изложения описание предлагаемого подхода 
дается для случая линейного уравнения, но эта же методика может быть 
применена и для исследования устойчивости нелинейных уравнений. 
 Рассмотрим неавтономное линейное разностное уравнение запаз-
дывающего типа в стандартной форме 

])[,()( kxkLkx µ=∆ , ,...1, += σσk ,   (1) 
где )()1()( kxkxkx −+=∆ , Z∈σ , ],0[ ∗∈ µµ  – малый неотрицательный 
параметр, функция nL RZ →× pM:  линейна по второму аргументу и су-
ществует постоянная 00 >L  такая, что  

ϕϕ 0),( LkL ≤  для всех Z∈k  и pM∈ϕ .    (2)  
Обозначим ),,( µϕσx : ),,;( µϕσkxk a  дискретный процесс – решение 
уравнения (1) с начальной функцией pM∈ϕ . При наших предположени-
ях любое решение уравнения (1) неограниченно продолжаемо вправо. 

2. Предварительные оценки. Для сокращения записи обозначим 
),,;()( µϕσσσ +=+ kxkx ,   ])[,,(][ σµϕσσ +=+ kxkx , ,...1,0=k . 

Из (1) и (2) легко вывести следующие априорные оценки, равномерные 
по Z∈σ , pM∈ϕ : 

kLkxkx )1(][)( 0µϕσσ +≤+≤+ ,           (3) 

kExkx ϕµσσ ≤−+ )()( ,   ∑
−

=

+==
1

0
00 )1()(

k

s

s
kk LLEE µµ .    (4) 

Введем в рассмотрение множество 
})0(:{ ϕϕϕ RK p

R ≤∈= pM . 

Поскольку p
RK∈λϕ  для любых R∈λ  и p

RK∈ϕ , то p
RK  является невы-

пуклым конусом. Особый интерес с точки зрения задачи устойчивости 



О.В.Анашкин 
_________________________________________________________________________ 

ISSN 0203-3755. Динам. системы, 2001, Вып. 17 
 

48

представляет множество })0(:{1 ϕϕϕ =∈= pMpK . Очевидно, что 

⊂pK1
p
RK

1
⊂ p

RK
2
 при 211 RR << . Можно показать, что 

 pM∈][kx  может возрастать по норме лишь тогда, когда pKkx 1][ ∈ ; 

 если pKkx 1][ ∉  при  0kk ≥ , то ][][ 0kxkx ≤ , при этом 0)( →kx  
при ∞→k , если ][kx  находится вне конуса p

RK  для 1>R . 
Важную роль в нашем подходе играет свойство инвариантности 

конуса p
RK  с 1>R  относительно траекторий уравнения (1), точнее, име-

ет место следующая  
 

 Лемма.  Пусть p
RKkxkx ∈= ])[,,(][ 00 µϕσ  при некотором σ≥0k . 

Тогда p
RKkx ∈][  при всех ),[ 0 ∞+∈ pkJk  и Rµµ ≤<0 , где 
















−







 +
+
−

= 11
)1(
11 2

1

0

p
R RR

R
L

µ .     (5) 

Доказательство. Обозначим ),,;()( µϕσkxkx = , ])[,,(][ kxkx µϕσ= , 
,...1, += σσk . Поскольку p

RKkx ∈][ 0 , то )(][ 00 kxRkx ≤ . Учитывая по-
следнее неравенство и оценку (4), получим для любого ,...2,1=s   

)1()()( 00 sREkxskx µ+≤+ ,    (6) 
)1()()( 00 sREkxskx µ−≥+ .    (7) 

Эти неравенства справедливы для всех σ≥0k  и p
RKkx ∈][ 0 . Поэтому при 

pkkpk 200 +≤≤+  из (6), (7) следует  

p

p

kk

kk

RE
RE

RE
RE

kx
kx

2

2

1
1

1
1

)(
][

0

0

µ
µ

µ

µ

−
+

≤
−

+
≤

−

− .    (8) 

Обозначим )(2 µµε pE= . Из (4) получаем представление: 

1)1( 2
0 −+= pLµε . Решая неравенство )1(1 RRR εε −≤+ , найдем 

RR
R

R )1(
1

+
−

=≤ εε . Разрешив уравнение 1)1( 2
0 −+= p

RR Lµε  относительно 

Rµ , получим (5). Таким образом, при ],0( Rµµ ∈  правая часть (8) не пре-
вышает R  и, следовательно, p

RKkx ∈][  при ]2,[ 00 pkpkJk ++∈ . 
 Поскольку p

RKpkx ∈+ ][ 0 , то в силу  (6) – (8) p
RKkx ∈][  и при 

]3,2[ 00 pkpkJk ++∈ , а значит p
RKkx ∈][  при ])1(,[ 00 plklpkJk +++∈  

для любого ...2,1=l . Лемма доказана. 
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Лемма гарантирует, что p
RKkx ∈][  при pkk +≥ 0 . Из оценок (4), 

(6) и (7) следует, что при  pkkk +<< 00  и ],0( Rµµ ∈   

2
)1(

)(11)()1(
][

)(
][

2
1

101

0 +
=

−
=≤

−
≤

−
≤

−−

RR
RE

RR
RE
R

kxRE
kx

kx
kx

RpRpp µµµµ
. 

Поэтому для любого наперед заданного 1>R  при достаточно малом 
0>µ  траектория pM∈][kx  решения уравнения (1), попав однажды в ко-

нус p
RK , остается там вечно. 

 3. Основные результаты. Исследование устойчивости разностно-
го уравнения будем проводить путем конструирования функции Ляпу-
нова RZ →×× ∗],0[: µpMv , удовлетворяющей определенным требова-
ниям. При этом в отличие от классического подхода, изложенного, на-
пример, в [1, 2], допускается немонотонное изменение функции Ляпуно-
ва вдоль решения уравнения.  

Для формулировки условий теорем об устойчивости нам потребу-
ются следующие обозначения: 

),,()],1)[,,(,1(),,()1( µϕσµσµϕσσµϕσ vxvv −++=∆  – первая раз-
ность вперед функции ),,( µϕσv  в силу уравнения (1); 

K  – множество всех непрерывных неубывающих функций 
),0[),0[: ∞→∞a  таких, что 0)0( =a  и 0)( >γa  при 0>γ  (класс Хана 

[2]); 
}:{ Hq

H <∈=Β ϕϕ qM  – шар радиуса H  с центром в нуле в про-
странстве  qM ; 

xe  – функция-константа из qM , тождественно равная nx R∈ , т.е. 
xsex =)( ,  0≤≤− sq . 

 Заметим, что начальная функция ϕ  из пространства pM  может 
рассматриваться также и как элемент пространства qM , где pq ≥ , если 
доопределить ϕ  так, что )()( ps −= ϕϕ  при ),[ pqJs −−∈ . При этом нор-
ма ϕ  остается неизменной. 
 
 Теорема 1.   

Предположим, что для некоторых постоянных pq ≥ , 0>H  и 
1>R  существуют функции RZ →×Β×Φ ∗],0[)(:, µq

H
q
RKv I , непрерыв-

ные по µ  в точке 0=µ  равномерно относительно σ  и ϕ , и  такие, 
что для Z∈σ , q

H
q
RK Β∈ Iϕ  и ],0[ ∗∈ µµ  выполнены условия: 

1) существуют функции K∈cba ,,  такие, что 
a) ),,()(),,()1( µϕσµµϕσ Φ≤∆ cv , 
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b) )(),,()0(( ϕµϕσϕ bva ≤≤ ; 
2) существуют постоянные 00 >C  и 1>d  такие, что 

dC ϕµϕσ 0),,( ≤Φ  и ψϕµψσµϕσ −≤Φ−Φ −1
0),,(),,( drC  для всех 

q
R

q
r KIΒ∈ψϕ ,  и ),0( Hr ∈ ; 

3) существуют постоянные 0>δ  и N∈T  такие, что для любых 
Z∈0k , )0(ϕ : H<)0(ϕ , ),0( ∗∈ µµ  и ),[ ∞∈ TJN  

∑
−+

=

−≤Φ
1

)0(

0

0

)0(2),,(
Nk

ks

d Nes ϕδµϕ . 

Тогда  найдется 00 >µ  такое, что при ),0( 0µµ ∈  уравнение (1) 
равномерно асимптотически устойчиво. 

 
Теорема 2. 
Предположим, что для некоторых pq ≥ , Z∈σ , 0>H  и 1>R  

существуют функции ),,( µϕkv , ),,( µϕkΦ  непрерывные по µ  в точке 
0=µ  равномерно относительно σ≥k  и q

H
q
RK Β∈ Iϕ , и  такие, что для 

σ≥k , q
H

q
RK Β∈ Iϕ  и ],0[ ∗∈ µµ  выполнены условия: 

1) существуют функции K∈cb,  такие, что 
a) ),,()(),,()1( µϕµµϕ kckv Φ≥∆ ; 

b) для каждого σ≥k  и ),0( H∈η  существует qq
RK ηϕ Β∈ I  такое, 

что 0)0,,( >ϕkv ; 
c) )(),,( ϕµϕ bkv ≤ ; 

2) функция ),,( µϕkΦ  удовлетворяет условию 2) теоремы 1; 
3) существуют постоянные 0>δ  и N∈T  такие, что для любых 

σ≥0k , )0(ϕ : H<)0(ϕ , ),0( ∗∈ µµ  и ),[ ∞∈ TJN  

∑
−+

=

≥Φ
1

)0(

0

0

)0(2),,(
Nk

ks

d Nes ϕδµϕ . 

Тогда  найдется 00 >µ  такое, что при любом ),0( 0µµ ∈  уравне-
ние (1) неустойчиво. 

 
Сформулированные результаты являются разностными аналогами 

теорем о достаточных условиях устойчивости и неустойчивости функ-
ционально-дифференциального линейного уравнения запаздывающего 
типа, опубликованных в статье автора [5]. Доказательство теорем 1 и 2 
проводится по схеме, примененной при доказательстве теорем об устой-
чивости нулевого решения дифференциального уравнения с запаздыва-
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нием [3]. Следует только учесть линейность уравнения (1) и наличие ма-
лого параметра. 
 4. Пример построения подходящей функции Ляпунова. Рас-
смотрим уравнение с постоянным запаздыванием  

kpkxkx cos)()( −=∆ µ , ,...1, += σσk .   (9) 
За основу конструкции функции Ляпунова возьмем функцию 

)0()( 2
0 ϕϕ =v . Тогда  

]cos)(cos)()(2[)],[,( 22
0)9(0 kpkxkpkxkxkxkv −+−=Φ=∆ µµµµ . (10) 

Главный член этого выражения при малых значениях µ  имеет вид  
kpkxkxkxk cos)()(2)0],[,(0 −=Φ µµ . Используя известный прием сум-

мирования функций [6], находим сумму 
2
1

2
1

2
11

0 sin2
sin)sin(

cos
+−

=∑
−

=

k
s

k

s
. Сле-

довательно, среднее значение  

{ } ∑
−

=∞→
+Φ=Φ

1

0
00 )0,,(1lim)0,,(M

N

s
xNx esk

N
ek  

функции )0,,(0 xekΦ  тождественно равно нулю и )(0 ϕv  не может удов-
летворять ни одной из теорем об устойчивости, сформулированных вы-
ше. В этой ситуации, также как и при исследовании дифференциального 
уравнения с запаздыванием [3 – 5], построим возмущение функции 0v , 
уничтожающее слагаемое )0],[,(0 kxkΦµ  в (10). Для этого построим воз-
мущенную функцию Ляпунова 

])[,(])[,( 01 kxkuvkxkv µ+= , 
где )()()(])[,( pkxkxkUkxku −= , коэффициент )(kU  выбирается из ус-
ловия: kkU cos2)( −=∆ . Положим 

)()(
sin

sin)sin(
)()(cos2])[,(

2
1

2
1

2
11

0
pkxkx

k
pkxkxskxku

k

s
−

+−
−=−








−= ∑

−

=

. 

Опуская промежуточные выкладки, получим  
)],[,(1

2
)9()9(0)9(1 µµµ kxkuvv Φ=∆+∆=∆ , 

где ( ) [ +−






 +−
−−=Φ kpkx

k
pkxkkxk cos)(

sin
sin)sin(

)(cos)0],[,( 2

2
1

2
1

2
1

22
1  

])cos()2()( dkpkxkx −−+ . Теперь, принимая во внимание, что 

2
122 }{sinM}{cosM == kk , и проведя необходимые тригонометрические 

преобразования, получим 

{ }
2
1

2
1

2
1 sin2

)sin(
)0,,(M

−
=Φ

p
xek x .     (11) 
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Поскольку 0sin 2
1 > , то знак выражения (11) совпадает со знаком 

)sin( 2
1−p .  В силу равномерной ограниченности ),( ϕku  по Z∈k   

( ) ( ) 22
1

2 )(1)()0()()0(),()(1)0( ϕµϕϕµϕϕµϕ kURpkUkvkUR +≤−+=≤−  
при p

RK 2∈ϕ . Поэтому для любого заданного 1>R  при достаточно ма-
лом µ  функции ),,(1 µϕkv  и ),,(1 µϕkΦ  удовлетворяют условиям теоре-
мы 1 о равномерной асимптотической устойчивости при 0)sin( 2

1 <−p  и 
условиям теоремы 2 о неустойчивости при 0)sin( 2

1 >−p . 
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