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О СТРУКТУРЕ И ЛОКАЛИЗАЦИИ СПЕКТРА В ОДНОЙ 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ 

 
В работе рассматривается спектральная задача, к которой сводится изучение 

задачи о нормальных колебаниях вращающейся гидросистемы “вязкая жид-
кость+система идеальных жидкостей”. Получены асимптотические формулы для 
части ветвей собственных значений и утверждение о предельном спектре задачи. 
 

1. Постановка задачи. В работах [1] и [2] рассмотрены задачи о 
малых движениях вращающихся гидросистем содержащих тяжелую 
вязкую и одну или несколько, соответственно, тяжелых идеальных 
жидкостей. Изучение задач о нормальных колебаниях таких гидросис-
тем, может быть сведено к изучению следующей спектральной задачи 
в некотором гильбертовом пространстве EHH ⊕⊕=Η 0: : 

Η∈=Β+Κ−Ρ−Τ= ξξλωλµλξλ ,)(:)( 02 0
2 iL ,      (1) 

где λ , 0>µ , 00 >ω , i  – это спектральный параметр, коэффициент 
динамической вязкости, угловая скорость вращения сосуда и мнимая 
единица соответственно, ( )EIATdiag ,,: ,22=Τ , ( )000 ,,: Idiag=Ρ , 

( )tϕψψξ ,,: 0= . Ненулевые компоненты операторного блока Β  имеют 
вид: QQBB *

, :: +==Β
)

11 , HI=Β :2,2 , *
2,1 : Q−=Β , Q−=Β :1,2 . Компонен-

ты операторного блока Κ  имеют вид: 
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Почти все операторы, участвующие в определении компонент опера-
торных блоков имеют более детальную структуру. А именно: 
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где оператор 0>>A  )(
ApSA ∈−1  такой же как в работе [2]. Оператор 

0~ >>B  )~( ~BpSB ∈−1  связан с оператором F  из [2]. Оператор 0>>ρC  
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ограничен. Если составить из операторов jiS ,  операторный блок S , то 
он будет самосопряженным и ограниченным в Η . Отсюда и из (2-3) 
следует, что оператор Κ  самосопряженный и ограниченный в Η . 

Операторы T , 2,2A  и B
)

 компактны. Операторы T  и 2,2A  положи-
тельны, а оператор B

)
 неотрицателен, они имеют степенную асимпто-

тику собственных значений. Операторы 0I , HI , EI  – это единичные 
операторы в гильбертовых пространствах 0H , H , и E  соответствен-
но. Оператор GS  – это кориолисов оператор, он самосопряженный, 
весь его спектр является предельным и заполняет отрезок [ ]11,− . 
Пространство 0H  связано с полем скоростей в вязкой жидкости. Про-
странство H  связано с частью потенциальных составляющих полей 
скоростей в идеальных жидкостях. Пространство E  связано с вихре-
выми составляющими полей скоростей в идеальных жидкостях.  

2. Основные утверждения о спектре. Прежде чем сформулиро-
вать утверждения относительно спектра задачи (1), напомним, какие 
эффекты наблюдаются при изучении вращающейся вязкой жидкости 
и вращающейся системы идеальных жидкостей по отдельности. 

В спектральной задаче, описывающей нормальные колебания вяз-
кой вращающейся жидкости, существует две ветви собственных зна-
чений, локализованных у положительной действительной полуоси, с 
предельными точками в нуле и на бесконечности. При этом собствен-
ным значениям, стремящимся к бесконечности, соответствуют по-
верхностные волны, а собственным значениям, стремящимся к нулю, 
– внутренние диссипативные волны. Для вращающейся системы иде-
альных жидкостей спектр соответствующей спектральной задачи со-
стоит из двух ветвей чисто мнимых комплексно сопряженных собст-
венных значений с предельной точкой на бесконечности и отрезка 
[ ]ii 00 22 ωω ,−  непрерывного спектра. Точкам непрерывного спектра 
соответствуют внутренние инерциальные волны. Ветви спектра, стре-
мящейся к бесконечности, отвечают поверхностные волны в идеаль-
ных жидкостях. В рассматриваемой задаче естественно ожидать, что 
эффекты, соответствующие консервативной и диссипативной частям 
гидросистемы, будут некоторым образом суммироваться, как это про-
исходит в аналогичной задаче без вращения. 

Предложение 1. Спектр задачи (1) лежит в правой замкнутой 
полуплоскости. Исключая отрезок [ ]ii 00 22

0
ωωω ,: −=Ι , весь спектр 

является дискретным. Предельный спектр задачи (1) совпадает с 
отрезком 

0ωΙ .  
Доказательство. Легко проверить, что пучок задачи (1) можно 

преобразовать к виду )(λFI +  фредгольмовой оператор-функции, где 
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I  – это единичный оператор в Η , а )(λF  компактнозначная оператор-
функция, особенностями которой являются отрезок 

0ωΙ  и ∞ . Кроме 
того, при 0<α  оператор )(αFI +  ограниченно обратим. Отсюда сле-
дует, что спектр пучка )(λL , не принадлежащий 

0ωΙ , является дис-
кретным. Можно проверить также, что дискретный спектр пучка )(λL  
лежит в правой полуплоскости ( )0Re >λ . 

Запишем (1) в виде системы и поделим первое уравнение на µ , 
второе умножим на λ− , а третье поделим на λ− . Полученную систе-
му запишем в виде одного векторно-матричного уравнения в Η : 

,,))(~( Η∈=+− ξξλλ 01FISi G    (4) 
где ),,(:~

GG SdiagS 0200 ω= , а )(1 λF  компактнозначна и аналитична 
(мы не приводим для нее формулу из-за недостатка места). Произведя 
в уравнении (4) замену iλλ ~:=  и умножив его на i− , получим 

.,))~(~~( Η∈=−− ξξλλ 01 iiFISG    (5) 
Зафиксируем некоторое число 

01
~

ωλ Ι∈  и рассмотрим задачу 

.,))~(~~( Η∈=−− ξξλλ 01 iiFISG  
Это задача на собственные значения для самосопряженного оператора 

GS~ , возмущенного компактным оператором. Весь спектр оператора 

GS~  является предельным и заполняет весь отрезок 
0ωΙ . Согласно тео-

реме Вейля [3], для каждого 
02

~
ωλ Ι∈  существует некомпактная после-

довательность Вейля { }∞
=1kkξ , 1=

Ηkξ , зависящая от 1
~λ  и 2

~λ , для ко-

торой )())~(~~( ∞→→−−
Η

kiiFIS kG 0112 ξλλ . Выбирая 12
~~ λλ =  и со-

ответствующую последовательность Вейля { }∞
=1kkξ , приходим к выво-

ду, что для нее )())~(~~( ∞→→−−
Η

kiiFIS kG 0111 ξλλ . Это означает, 

что выбранная произвольно точка 
01

~
ωλ Ι∈  принадлежит предельному 

спектру задачи (5). Осуществляя обратную замену спектрального па-
раметра, получим, что отрезок 

0ωΙ  принадлежит предельному спектру 
пучка )(λL . Поскольку спектр пучка )(λL , лежащий вне отрезка 

0ωΙ , 
дискретен, указанный отрезок совпадает с предельным спектром пуч-
ка )(λL . Этим завершается доказательство. 

Введем следующие две специальные области в комплексной плос-
кости )arg( πλπ ≤<− : 

{ } { }./arg,:,arg,: ,, επλλλελλλ εε <>=<>= ΛΛ ± 2mRR RR
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Для дальнейших рассуждений нам понадобятся следующие из-
вестные утверждения (см. [4], [5]). 

Лемма 1. (Радзиевский Г. В. [4]) Пусть Η  – гильбертово про-
странство, ∞∈=< STT *0 , ∞∈ SN , 10 <≤ β , ),( πε 0∈ , тогда 

.)(suplim,)arg;()(
,

011 =−≤− −

Λ∈∞→

−− NTTICTTI β

εηλη

ββ λλλβλ  

Лемма 2. (Оразов М. Б. [5]) Пусть ∞∈=< SCC *0 , а собствен-
ные значения оператора C  имеют степенную асимптотику. Обозна-
чим 

1211212 −− +−=++= ))(()(:)(),(:)( CIGCITGCIl λλλλλλλ  . 
Пусть оператор-функция )(λG  аналитична в области −+ Λ∪Λ εε ,, RR ,  

),(0)( ,
±Λ∈∞→→ ελλλ RT , тогда ))1(1)((21 oCi k

i
k +±=± λλ  )( ∞→k . 

Вернемся к нашей задаче. Введем 1
00 22 −−= )(:)( GE iSIiS ωλωλ . 

Будем считать, что 
0ωλ Ι∉ . Распишем задачу (1) в виде системы трех 

уравнений. При сделанном предположении относительно λ  из третье-
го уравнения можно выразить ψλψλϕ 2,301,3 )()( Κ+Κ= SS . Подставив 
это выражение в оставшиеся два уравнения, получим следующую 
спектральную задачу в гильбертовом пространстве HH ⊕=Η 0:~ : 

( )
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H

t
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(6) 

Справедливо следующее 
Предложение 2. Для любого достаточно малого 0>ε  существу-

ет достаточно большое )(εRR =  такое, что спектральная задача 
(1) имеет ветвь собственных значений { }∞

=
∞

1kkλ , расположенных в 
секторе Λ ε,R , со следующей асимптотикой 

( ) ( )( ) ( ).111 ∞→+= −∞ koTkk λµλ    (7) 
Доказательство. Обозначим )(2:)( 2,202,2

2 λωλλλ iRAID H −+= . 
Докажем, что в области ε,RΛ , при достаточно большом радиусе 

)(εRR = , оператор-функция )(λD  обратима и обратная оператор-
функция равномерно ограничена. Запишем )(λD  в виде 
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Очевидно, что крайние скобки в выражении для )(λD  обратимы и 
обратные равномерно ограничены в области ε,RΛ  (лемма 1). Остается 

показать, что 0)(0,0 →λG  при ελλ ,RΛ∈∞→ . Пусть 2121
2,2

~: −−= BAX . 

Рассмотрим произведение )(~~
2,2

211
2,2

21* HLCBABXX ∈== −−− . Отсюда 
следует, что оператор X  ограничен. Оценим теперь норму оператор-
функции )(0,0 λG . Учитывая вид )(2,2 λR  и 2,2Κ  имеем 
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Здесь использовалась лемма 1, а также свойство )()( 1−= λλ OS . 
Будем считать далее, что )(εRR =  выбрано так, что 1)(0,0 <λG  

при ελ ,RΛ∈ , тогда из второго уравнения в (6) можно выразить  

                          0
1

012
1

02 ψλψλλωλψ QDRiD )()()( ,
−− += .                  (10) 

Подставив (10) в первое уравнение из (6) и поделив полученное вы-
ражение на − λµ , получим следующую спектральную задачу: 

,,0))((:)( 0000
1

000 HGTIl ∈=−−= − ψψλλµψλ   (11) 
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Для того чтобы применить к пучку l1( )λ  теорему Маркуса-Мацаева об 
асимптотике собственных значений (см. [3]) нужно доказать, что 

)()( 2,01,00 λλ GGG += , где ∞∈ SG 1,0 , 02,0 →G  при ,∞→λ  ελ ,RΛ∈ . 
Очевидно, что в (11), учитывая вид )(1,1 λR  и свойства )(λS , в оценке 
нуждаются лишь последние три слагаемых. Оценим пятое слагаемое: 

( )
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(13) 

Здесь использована лемма 1. Аналогично оценивается четвертое сла-
гаемое. Оценим шестое слагаемое, учитывая вид )(2,1 λR , )(1,2 λR : 
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Здесь первое слагаемое оценено по лемме 1, с учетом структуры опе-
раторов ),,(, 21=jiS ji

)
, свойств оператор-функции )(λD  и оператора 

X  (см. аналогичные рассуждения в (9)). Последние два слагаемых 
оценены по лемме 1 с учетом компактности операторов 3,2Κ , 2,3Κ  и 

оценки )()( 1−= λλ OS  при ∞→λ . 
Из (13-14) и из формулы для )(1,1 λR  следует, что для оператор-

функции )(0 λG  справедливо представление )()( 2,01,00 λλ GGG += , где 

∞
− ∈Κ−= SiG 1,1

1
01,0 2 µω , 0)(2,0 →λG  при ∞→λ , ελ ,RΛ∈ . 

Применив к задаче (11) теорему Маркуса-Мацаева получим (7). 
Предложение 3. Для любого достаточно малого 0>ε  существу-

ет достаточно большое )(εRR =  такое, что спектральная задача 
(1) имеет две ветви собственных значений { }∞

=
±

1k
i

kλ , расположенных в 
секторах Λ+

ε,R  и Λ−
ε,R , со следующей асимптотикой 

( ) ( )( ) ( ).1112
1

∞→+±= −± koCi k
i

k λλ    (15) 
Доказательство. Обозначим ×+−−= −− iBTIK 0

11
0 2)(:)( ωλµλµλ  

)(1,1
1 λµ R−× . Оператор-функция )(λK  обратима, а обратная равномер-

но ограничена в областях ±Λ ε,R  при достаточно большом R . Зафикси-
ровав такое )(εRR = , из первого уравнения в (6) выразим 

ψλµψλλµωψ *
, )()()( QKRKi 11
21

11
00 2 −−−− −−= .  (16) 

Подставив (16) во второе уравнение из (6) получим задачу: 
,,0))((:)( 12,2

2
2 HGAIl H ∈=−+= ψψλλψλ   (17) 
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*11
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02,201
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QQKRQKiiRG

λλµωλλλλµωλ

λµλλµωλωλλ
−−−−

−−−−

−+

+−−=
(18) 

Далее оценивается соответствующая оператор-функция )(λT  из 
леммы 2. Из-за недостатка места мы опускаем доказательство. 

Отметим здесь, что в данной задаче каждая точка непрерывного 
спектра может быть предельной для некоторой ветви собственных 
значений, однако этот факт требует дополнительного исследования. 

Автор выражает благодарность научному руководителю Копачев-
скому Н. Д. за поддержку и внимательное отношение к работе. 
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