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ТЕОРЕМА МАККИ–АРЕНСА  
ДЛЯ ШКАЛ ПРОСТРАНСТВ 

 
Теорема Макки–Аренса о топологиях, согласованных с двойственностью, 

перенесена на двойственность индуктивных шкал пространств. 
0. Введение. Предварительные сведения 

0.1. Проблема Макки и ее обобщение. Проблема Макки в классиче-
ской теории двойственности состоит в полном описании всех локаль-
но выпуклых топологий ),( FEt  на векторном пространстве E , согла-
сованных с двойственностью >< FE, , т.е. таких, что FFEtE ≅∗)),(,( . 

Решение этого вопроса служит необходимой ступенью дальней-
ших исследований теории двойственности. Ответ дает классическая 
теорема Макки–Аренса ([1], 8.3.2–8.3.3), основное содержание кото-
рой в следующем: топология ),( FEt  согласована с двойственностью 

>< FE,  тогда и только тогда, когда выполнено неравенство 
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).,(),(),( FEFEtFE τσ ≤≤    (MA) 
Здесь ),( FEσ  – слабая топология в E , ),( FEτ  – топология Мак-

ки в E  относительно >< FE, , т.е. топология равномерной сходимо-
сти на слабо компактных множествах из F . 

Развитие функционального анализа в шкалах пространств, полу-
чивших в последние десятилетия широкое признание и применение, 
приводит к обобщению проблемы Макки на двойственность шкал 
пространств. Данная работа посвящена ответу на этот вопрос. В п.1 
вводятся основные понятия, связанные с двойственностью шкал; в п.2 
рассмотрены важнейшие примеры таких двойственностей. В п.3 со-
держится основной результат работы – теорема Макки–Аренса для 
двойственности шкал. При этом оказывается, что аналог условия (MA) 
является достаточным условием согласованности в общем случае, но 
необходимым условием – только в случае линейной шкалы E . 

Для простоты изложения мы рассматриваем далее только внут-
ренние индуктивные шкалы пространств (с тождественными вложе-
ниями); общие определения см. в ([2], гл.1). 
0.2. Индуктивные шкалы: основные определения. Систему вектор-
ных пространств { } IiiEE ∈= , индуктивно упорядоченную по вектор-
ному вложению: ⊂⇒≤

121 iEii ()( )
2iE , назовем (внутренней) индук-

тивной шкалой векторных пространств. Множество iIi
EUEE

∈
=≡ ||  

назовем носителем шкалы. Шкала E  линейна, если порядок в I  лине-
ен; шкала E  тривиальна, если она содержит только одно пространст-
во. 

Если iE  – локально выпуклые пространства (ЛВП) с топология-
ми )( iEt  и вложения ⊂))(,(

11 ii EtE ))(,(
22 ii EtE  непрерывны ( 21 ii ≤ ), то 

шкалу { } Iiii
t

EtEE ∈= ))(,(  назовем (внутренней) индуктивной шкалой 
ЛВП. Две шкалы ЛВП эквивалентны, если каждое пространство од-
ной шкалы непрерывно вложено в некоторое пространство другой 
шкалы, и обратно (очевидно, носители и топологии индуктивных пре-
делов таких шкал совпадают). Всюду далее индуктивные шкалы ЛВП 
рассматриваются с точностью до эквивалентности. 

Если система отображений { } Iiii FEff ∈→= :  удовлетворяет 

условию )|()(
11221 iEi ffii

i
=⇒≤ , то назовем f  (внутренней) шкалой 

отображений на E  (со значениями в F ). В частности, если 
t

E  – ин-
дуктивная шкала ЛВП, и if  – линейные непрерывные функционалы 

на ))(,( ii EtE , то f  назовем (внутренней) функциональной шкалой на 
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E . Множество всех функциональных шкал на 
t

E  обозначим через 
∗t

E . 
Далее (теорема 3.2) нам понадобится следствие из обобщенной 

теоремы Хана–Банаха для линейных шкал ЛВП (см. [3], [4]): если 

{ } Iiii
t

EtEE ∈= ))(,(  – линейная шкала ЛВП, ∗∈ ))(,(
000 iii EtEf , то 

0if  

может быть продолжен до функциональной шкалы f  на всей шкале 
t

E . 
1. Двойственность индуктивных шкал пространств 

1.1. Пусть { } IiiEE ∈=  и { } Jj
jFF ∈=  – индуктивные шкалы векторных 

пространств. Если для любых Ii ∈ , Jj ∈  задана двойственность 
>< j

i FE ,  (билинейная форма на j
i FE × ), причем система 

{ } JIji
j

i FEFE ×∈><=>< ),(,:,  образует индуктивную шкалу билиней-

ных форм на шкале FE × , то шкалу >< FE,  назовем двойственно-
стью (дуальной парой) шкал E  и F . Будем говорить, что двойствен-
ность >< FE,  отделима по E  (или F ), если порожденная ею двойст-
венность носителей >< FE,  отделима по E  (или F ). 
1.2. Пусть >< FE,  – двойственность. Если для любых Ii ∈ , Jj ∈  в 

iE  определена локально выпуклая топология ),( j
i FEr , согласован-

ная с двойственностью >< j
i FE ,  (т.е. jj

ii FFErE ≅∗)),(,( ), причем: 
а) шкалы ( ){ } Jj

j
iiri FErEFE ∈= ),(,:)|(  – проективные ( Ii ∈ ); 

б) шкалы ( ){ } Ii
j

iir
j FErEFE ∈= ),(,:)|(  – инъективные ( Jj ∈ ); 

то систему { } JIji
J

i FErFEr ×∈= ),(),(:),(  назовем (дуальным) оснащени-

ем шкалы E , а пару )),(,(: FErEE r =  – (дуально) оснащенной шка-
лой. 

Отметим, что дуальное оснащение порождает в пространствах 
шкалы E  дуальные топологии проективных пределов 

);,(lim:),( j
i

Jj
i FErFEr

∈
=  относительно которых система 

( ){ } Iiii
r

FErEE ∈= ),(,:  – индуктивная шкала ЛВП. Обратно, если 
r

E  – 
индуктивная шкала ЛВП, то фактор–топологии =:),( j

i FEr  
><= j

ii FEEr ,ker/)(: могут порождать дуальное оснащение E . 
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1.3. Пусть rE  – оснащенная шкала, { } ∗

∈ ∈=
r

Iii Eϕϕ . Тогда для каждо-
го Ii ∈  найдется такой Jij ∈= )(ρ , определенный с точностью до 
увеличения, что ∗∈ )),(,( j

iii FErEϕ . Отображение )(iji ρ=a  назо-
вем дуальным индексом функциональной шкалы ϕ  (относительно дан-
ного оснащения); }{ρ=R – множество всех дуальных индексов с по-
точечным индуктивным порядком. 

Для каждого R∈ρ  пусть ρ∗E  – множество всех функциональ-

ных шкал на 
∗r

E  с дуальным индексом ρ . Легко проверить, что сис-

тема { } Rr EE ∈
∗∗

= ρ
ρ:  – индуктивная шкала пространств с носителем 

∗r
E ; назовем ее (дуально) сопряженной шкалой к оснащенной шкале 

rE . 
2. Примеры дуальных оснащений 

2.1. Слабое оснащение. Пусть >< FE,  – двойственность, ),( j
i FEσ  – 

слабые топологии в iE  относительно двойственностей >< j
i FE , , 

Ii ∈ , Jj ∈ . Тогда система { } JIji
j

i FEFE ×∈= ),(),(:),( σσ  образует ду-

альное оснащение E ; назовем его слабым оснащением. Отметим, что 
соответствующие дуальные топологии в iE  есть ),( FEiσ ; они отде-
лимы, если двойственность отделима по E . В этом случае и обратно, 
оснащение, порожденное топологиями ),( FEiσ , совпадает с ),( FEσ . 

В работе ([5]) автором получено обобщение классических теорем 
Банаха и Банаха–Гротендика о рефлексивности в слабой топологии на 
случай двойственности индуктивных шкал пространств: 

,)),(,( FFEE ≅∗σ      ( BG ) 
если двойственность >< FE,  отделима по F . Этот результат будет 
использован ниже в п.3 для решения обобщенной проблемы Макки. 
2.2. Оснащение Макки и другие S  – оснащения. Пусть >< FE,  – 
двойственность, ),( j

i FEτ  – топологии Макки в iE . Тогда система 
{ } JIji

j
i FEFE ×∈= ),(),(:),( ττ  образует дуальное оснащение E ; назовем 

его оснащением Макки. Аналогично определяются оснащения, поро-
жденные другими стандартными S  – топологиями (см. [1], 8.3), на-
пример: 

сильное оснащение { } JIji
j

i FEFE ×∈= ),(),(:),( ββ ; 

оснащение Аренса { } JIji
j

i FEFE ×∈= ),(),(:),( κκ ; и т.д. 
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2.3. Нормальное оснащение. В классической теории двойственности 
важную роль играет λ – топология в сопряженном пространстве (см. 
[1], 8.4.14–8.4.18): если { } IiiU ∈  – база окрестностей нуля в ЛВП E , 







 ∈∈= ∗∗

i
i UspanfEfE

0
| , |)(|sup|||| xff

iUx

i

∈
= , то λ – топология в ∗E  

– это топология индуктивного предела пространств )||||,( iiE ⋅∗ . 
Обозначим ),( iEE ∗λ  топологию в E , порожденную окрестно-

стью iU ; тогда система { } Ii
iEEE ∈

∗= ),()( λλ  образует дуальное осна-
щение E ; назовем его нормальным оснащением. Из классической тео-
ремы о проективном пределе банаховых пространств (см. [6]) следует, 
что если E  – полное отделимое ЛВП, то топология в E , порожденная 

)(Eλ , совпадает с исходной. 

Шкалу Ii
iEE ∈

∗∗
= }{λ  назовем нормально сопряженной шкалой к 

ЛВП E ; с точностью до эквивалентности, эта шкала не зависит от вы-
бора исходной системы окрестностей. Нормируя iE∗  нормами i|||| ⋅ , 
мы получим индуктивную шкалу банаховых пространств с рядом по-
лезных свойств (см. [7]). Приведенную конструкцию легко обобщить, 
введя нормальное оснащение )(Eλ  индуктивной шкалы ЛВП E  и 
нормальную сопряженную шкалу ∗))(,( EE λ . 

2.4 Тривиальное оснащение. Пусть { } Iiii
t

EtEE ∈= ))(,(  – индуктив-

ная шкала ЛВП. Положим )(),( i
t

it EtEEr =
∗

 и назовем оснащение 

{ } Ii
t

it
t

t EErEEr ∈

∗∗
= ),(:),(  тривиальным. Легко видеть, что сопряжен-

ная шкала к тривиально оснащенной – это тривиальная шкала { }∗t
E . 

3. Проблема Макки и теорема Макки–Аренса для шкал 
3.1. Сформулируем проблему Макки для шкал пространств следую-
щим образом. Пусть ),( FEr  – дуальное оснащение индуктивной шка-
лы векторных пространств E  относительно двойственности >< FE, . 
Будем говорить, что оснащение ),( FEr  согласовано с двойственно-

стью, если дуально сопряженная к rE  шкала 
∗
rE  изоморфна F , т.е. 

.)),(,( FFErE ≅∗      ( M ) 
Требуется описать все оснащения, согласованные с данной двой-

ственностью >< FE, . В частности, обобщенная теорема Банаха–
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Гротендика (см. )(BG  в п.2.1) утверждает, что слабое оснащение со-
гласовано с двойственностью, отделимой по F . 

Мы покажем, что естественным образом обобщенный классиче-
ский критерий согласованности Макки–Аренса остается достаточным 
условием для двойственности любых индуктивных шкал, и необходи-
мым условием – если шкала E  линейна. 
3.2. Теорема Макки–Аренса для шкал пространств. Пусть 

>< FE,  – двойственность, отделимая по F , ),( FEr  – дуальное ос-
нащение шкалы E . Тогда: 

(1). Если выполнено обобщенное условие Макки–Аренса: 
),(),(),( FEFErFE τσ ≤≤ ; (т.е. ),(),(),( j

i
j

i
j

i FEFErFE τσ ≤≤ , 
Ii ∈ , Jj ∈ ), то оснащение ),( FEr  согласовано с двойственностью 

>< FE, . 
(2). Обратно, если E  – линейная шкала, и оснащение ),( FEr  со-

гласовано с двойственностью, то выполнено условие )(MA . В этом 
случае условие )(MA  является необходимым и достаточным для со-
гласованности оснащения с двойственностью. 

Доказательство. 1). Пусть условие )(MA  выполнено, 
{ } ρϕϕ ∗

∈ ∈= EIii , R∈ρ . Из условия )(MA  следует, что >⋅<= )(, i
i f ρϕ , 

где )()( ii Ff ρρ ∈ , Ii ∈ . Далее, из равенств >⋅<=>⋅< )()( ,, 21 ii ff ρρ  на 

1iE  при 21 ii ≤  и отделимости по F  следует ji ≡)(ρ , откуда 

>⋅<= jf,ϕ , jj Ff ∈ . 
Обратно, из левого неравенства в )(MA  и обобщенной теоремы 

Банаха–Гротендика )(BG  (см. п.2.1) следует, что всякий элемент 
jj Ff ∈  определяет функциональную шкалу jj Ef ∗>∈⋅<= ,ϕ . Таким 

образом, FEE r ≅=
∗∗
σ . 

2). Обратно, пусть выполнено условие )(M  и шкала E  линейна. 
По следствию из обобщенной теоремы Хана–Банаха (см. [3],[4]), лю-
бой ∗∈ )),(,( j

iii FErEϕ  может быть продолжен до функциональной 

шкалы на 
∗

E , которая, по условию, имеет вид >⋅<= jf,ϕ , jj Ff ∈ . 
Следовательно, топология ),( j

i FEr  согласована с двойственностью 
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>< j
i FE , , откуда по классической теореме Макки–Аренса 

),(),(),( j
i

j
i

j
i FEFErFE τσ ≤≤ , т.е. выполнено условие )(MA . 
В заключение отметим, что примеры нелинейных индуктивных 

шкал ЛВП с нулевым сопряженным (см. [8], [9]) показывают, что ус-
ловие )(MA  не распространяется, вообще говоря, на нелинейные шка-
лы. 
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