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МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 
 
УДК 514.12 
 

А. И. КРИВОРУЧКО, канд. физ.-мат. наук, Таврический нац. ун-т 
 
О  ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ  ИНВАРИАНТАХ  СПЕЦИАЛЬНЫХ 

ГРУПП,  ПОРОЖДЕННЫХ   ОТРАЖЕНИЯМИ 
 
 Получены образующие кольца инвариантов группы H , порожденной 
отражениями и удовлетворяющей следующему условию: H -орбиты направлений 
симметрии этой группы бесконечны, а их линейные оболочки образуют тройку 
плоскостей с попарными нулевыми пересечениями. Выделены условия, при 
которых кольцо инвариантов группы H  не является свободным. 
 

В  [1]  найдены  рациональные инварианты бесконечной груп-
пы H  преобразований линейного вещественного n -мерного про-
странства  V ,  удовлетворяющей  следующим  условиям: 

1) Группа порождается объединением трех образованных 
отражениями попарно непересекающихся множеств iM , каждое из 
которых определяется некоторой плоскостью iA  и соответствующей 
квадратичной формой iϕ  в следующем смысле:  отражение  ),( dP  
относительно гиперплоскости P  в направлении вектора d  принад-
лежит iM   тогда и только тогда, когда  Ad ∈ , а P  сопряжена  d  
относительно iϕ  . 

2) Ядро каждой квадратичной формы iϕ  имеет нулевое пере-
сечение с iA ; сужение iϕ  на iA  имеет ненулевое ядро iB . 

3) Если два отражения принадлежат группе и не коммутируют 
между собой, то  они оба содержатся в некотором  iM  . 

4)  Плоскости iA  имеют нулевые  попарные  пересечения. 
С использованием полученных при этом результатов ниже вы-

числяются полиномиальные инварианты такой группы. Аналогичная 
задача для некоторых групп, удовлетворяющих условиям 1) − 3),  но 
не удовлетворяющих условию  4),  решается в  [2]. 

1. Пусть H  обозначает группу преобразований пространства V , 
обладающую указанными выше свойствами 1) − 4). Зафиксируем  в  V  
базис ( )mkslkjicba iikilij ≤≤≤≤≤≤≤≤ 11131 ;;;:,,   с 
координатными  функциями 

,,, ***
kkililijij cxbzay ===                        (1) 

для  которого,  в соответствии с  [1], 
( )21 ≤≥= ilbB ili : ,  13213 ≥⊕≤+= lbspbbB lpp :: , 
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iiji BjaA ⊕≥= 1:  ( )3≤i , ii h=ϕ  ( )2≤i , и ∑+= p ppzh θϕ 133 2 ,       где  

)(
,

ililij
lj

iji zyh ξε 22 += ∑   ( )3≤i ,   ∈pil θξ ,  1≥kxk : ,  ∈ijε { }0\  .  

Положим  =X ],...,[ mxx1 ,  K  –  кольцо всех вещественных 
многочленов от переменных (1);  HK –  кольцо  полиномиальных 
инвариантов  группы H ; 
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Теорема.  HK   в системе координат (1) представимо  в виде 
][ΣX , где Σ  – одна  из  следующих  систем многочленов 

(удовлетворяющих соответствующим ограничениям): 
(a) 0)  (321 =s    , h, hh ; 
(b) 311 hh α+ ,  322 hh α+  ( 1≥s ;  piip θαξ =

  
для всех  2≤i   и  sp ≤ ); 

(c) 332211 hhh βββ ++ , )()( 213122113111 ξθαξθα hhhh +++   ( 1=s ;  
хотя бы две из трех форм  12111 ,, θξξ   неколлинеарны  друг  другу, 
но 13212111 θβξβξβ =+ ,  1221 βαβα ≠ ,  где  ∈ji βα , ); 
(d) 11311 ξθ hh + , 21312 ξθ hh + , 112211 ξξ hh −  ( 1=s ; формы 12111  , , θξξ  
линейно независимы);  в этом случае  HK  несвободно,  а 

0)()()( 121211111213122111311 =−++−+ θξξξξθξξθ hhhhhh  
− определяющее соотношение между образующими кольца  HK ; 
(e) 332211 hhh βββ ++   ( 2≥s ;  строки ∆  не пропорциональны 
друг другу, но ppp θβξβξβ 32211 =+   для всех sp ≤  и хотя бы 
один  из  вещественных  коэффициентов iβ   отличен  от  0); 
( f )  )( 122131221 ffhfhfh αα −+−  ( 2≥s ; 1f  и 2f   – неколлинеар-
ные  друг другу линейные формы, ∈iα  { }0\ ,  ippiip fµθαξ +=   

для всех  2≤i   и  sp ≤ , где  ∈pµ   и   02 ≠∑ pµ ); 
(g) 332211 fhfhfh ++   ( ;2=s  321 ,, fff   − линейно независимые 
линейные  формы,   ,    , 312321 ffff iiiiii γαξβαξ +−=−=  

21 ff iii γβθ −= ,  где  ∈iii γβα ,, )2( ≤i ); 
(h) )()()( 21122211311221122211221 ξξξξθξθξθξθξ −+−+− hhh  
( 2=s ;  112211 θξθξ −  и  221122 θξθξ −   взаимно просты); 
(i) 1 ( 3≥s  и хотя бы один  минор  третьего  порядка  матрицы 
∆  отличен от  0). 
2. Для  доказательства  теоремы  понадобятся следующие  леммы. 
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 Лемма 1. Пусть Φ  − поле характеристики 0,  ],...,[ 1 mvvS Φ= , 
],...,[

1 qii vvS Φ=′  − кольца многочленов над Φ ,  ∑
≤

=
jri

i
jjij wP ϕ ,  где  

Sji ∈ϕ   )1( kj ≤≤ ,  ST j ′∈ , причем  ∏ j jr j
ϕ  и   ∏ j jT   взаимно 

просты  в  S . Тогда   ],...,[],...,[ ,..., 11
1

1
kk

k

k PPSwwS
T
P

T
PS ′=








′ I . 

Доказательство. Пусть ∑ ⋅⋅⋅== k
k

i
k

i
iik ttgttff 1

1 11 ...),...,( , где 

Sg
kii ′∈...1

. Тогда   ∑ ⋅⋅⋅=
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Докажем, что если ],...,[ kwwSx 1∈ ,  то  ],...,[ kPPSx 1′∈ . 
Предположим, что это утверждение (очевидное, если Sf ′∈ ) 

доказано  для  всех многочленов f ,   содержащих не более l  мономов  
k

k

i
k

i
ii ttg ⋅⋅⋅1

1 1...  ненулевой степени  kii +⋅⋅⋅+1 . Рассмотрим многочлен  
f , число мономов положительной степени которого равно  1+l . В 
частично упорядоченном по наборам  ) ,...,( kii1  степеней множестве 
этих мономов выберем максимальный моном  kl

k
l ttg ⋅⋅⋅1
1 . Тогда 

kll ...1
ρ S

TT
g k

kk

l
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l ∈⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
= ϕϕ 1

11 1
1
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Многочлены  k
k

l
kr

l
r ϕϕ ⋅⋅⋅1
11   и  kl

k
l TT ⋅⋅⋅1

1  взаимно просты в S . 

Следовательно, g ⋅Θ= kl
k

l TT ⋅⋅⋅1
1 , где  S∈Θ ,  причем  jT , Sg ′∈ ,  

т.е. и  S ′∈Θ ,  а  ),,...,()(),...,( ki
l

iik ttftTttf i
11 ′+⋅Θ= ∏  где  

) ,...,( 1 kttf ′  содержит l  мономов положительной степени. Полагая 
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Pfx ,...,

1

1 , имеем: ],...,[ kPPSxx 1′∈′− . Отсюда  ],...,[ kwwSx 1∈′ , 

а тогда, по индуктивному предположению, ],...,[ 1 kPPSx ′∈′ .  Значит, 
],...,[ 1 kPPSx ′∈ .  Лемма доказана. 

Положим      ];,,:,[ 210 ≥≥= tqpizyXY pqit ,   1
113
−+= θξτ iii hh , 

1311 iiii hhF ξθθτ +== )2( ≤i ,  1122113 ξξ hhF −= . 
Лемма 2. Пусть  ],,[),,( 321321 tttXtttf ∈ , 0),,( 321 =FFFf  и  

ii x=1ξ , 31 x=θ . Тогда hxtxtxtf )( 331221 −−= ,  где  ],,[ 321 tttXh ∈ . 
Доказательство. Положим  331221 xtxtxtg −−= . В 

комплексном координатном пространстве  с линейными 
координатами ,,, 321 ttt  mxx ,...,1   пусть M  − конус, заданный 
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уравнением 0=g ,  N  − его плотное в топологии Зарисского 
подмножество, определяемое условием 03 ≠x . Для каждой точки 

),...,,,,( mxxttt 1321 , принадлежащей  N ,  найдутся 321 ,, uuu ,  
удовлетворяющие  уравнениям 

.  ,  , 321122322313113 tuxuxtuxuxtuxux =−=+=+  
В свою очередь, для  iu  и kx , удовлетворяющих этим уравнениям, 
имеет решение (возможно, комплексное) система уравнений  

 )31(   ≤≤= iuh ii . Для определяемой решением этой системы  точки 
комплексификации  пространства V  имеем: )(  3≤= itF ii . Поэтому 

0321 =),,( tttf . Следовательно,  0=Nf , и, по теореме Гильберта о 
нулях, f  принадлежит радикалу идеала  J , порождаемого  многочле-
ном  g ,  который неприводим.  Поэтому Jf ∈ . 

Лемма  3. Пусть  ii x=1ξ , 31 x=θ .  Тогда  
].,,[],[ 32121 FFFXKX =Iττ  

Доказательство.  Для  XAij ∈   положим 

).,(   ,) ,(),(  ,) ,( 21
0

21212121 ττχχχχχ ll
l

l
lji

ji
ijl XttttttAtt =′∈== ∑∑

≥=+

 

Тогда ∑
=++

=′
lkji

kji
ijkl yyyB 2

31
2
21

2
11χ , где  ]2  ;1,,:,[: ≥≥′=∈ tqpizyXYB pqitijk , 

а X ′  − поле частных кольца  X . Следовательно, многочлен lχ ′ , как  
элемента кольца ],,[ 312111 yyyY ,  является суммой  всех  мономов 
степени l2  многочлена  ),(: 21 ττχχ =′  этого же кольца. Поэтому ijkB  
являются  коэффициентами  многочлена  χ ′ .  Но  ],,[ 3121110 yyyYK = , 
и если  K∈′χ , то все  0YBijk ∈ ,  а  это  означает, что  все  .Kl ∈′χ   

Остается доказать следующее : 
(*) Если  Kl ∈′χ , то  ],,[ 321 FFFXl ∈′χ . 
Пусть это утверждение,  очевидное при 0=l ,  доказано для 

всех  λ<l , и  K∈′λχ . Если степень  ijA  относительно 3x  не меньше 

λ , то ],[ 212121 FFXAA ji
ij

ji
ij ∈′− ττττ  для некоторого  ijA ′  , принадлежа-

щего  X , степень которого относительно 3x   уже меньше  λ .  Поэто-
му при доказательстве (*) можно считать, что степень относительно  

3x   коэффициентов  ijA  многочлена ),( 21 ttλχ    меньше  λ . 
Из леммы 1,  полагая ,  ,  , 3131131 xTywhP ===    для некоторых 

iB  и jC  , принадлежащих  K  и не зависящих от  jy3 ,  получаем: 
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Сравнивая в этом представлении λχ ′  степени относительно  jy3 , а 
затем  учитывая,  что степень  ),( 21 xxλχ   относительно  3x   меньше  
λ , имеем:  .0),( 321 == λ

λλχ xCxx   Отсюда ),( 21 ttλχ  принадлежит 
идеалу,  порожденному  многочленом  .: 1221 xtxtg −=  
 В самом деле, в комплексном координатном пространстве с 
линейными координатами  mxxtt ,...,,, 121  рассмотрим конус M , за-
данный уравнением  .0=g   Пусть точка  ),...,,,( 121 mxxtt  принад-
лежит плотному подмножеству N  конуса  M , определяемому усло-
вием 01 ≠x . Тогда )2( ≤= ixt ii µ  и .0),(),( 2121 == xxtt λ

λ
λ χµχ  

Значит, ,0=Nλχ  и, по теореме Гильберта о нулях, ),( 21 ttλχ  принад-
лежит  радикалу  идеала,  порожденного  неприводимой  формой  g .  
 Поэтому ,)() ,(

1
21122121 ∑

−=+

−=
λ

λχ
ji

ji
ij ttBxtxttt  где .XBij ∈  

Отсюда ,1
33

1
213

λ

λ
λ ττχ −

−=+

==′ ∑ fxFBF
ji

ji
ij   где .Kf ∈  Следовательно, 

,3
1

3 fFx =′ −λ
λχ  причем   3x   и  3F  взаимно просты в K . Таким обра-

зом, ,1
3

1
21 KfxttB

ji

ji
ij ∈= −

−=+
∑ λ

λ

 и, по индуктивному предположению, 

].,,[ 321
1
3 FFFXfx ∈−λ  
Лемма  4. Пусть хотя бы две из трех форм 12111 ,, θξξ  не 

коллинеарны друг другу, но при этом  13212111 θβξβξβ =+  и 
1221 βαβα ≠  для некоторых вещественных . , ji βα  Тогда 

[ ].  ,],[ 221133221121 FFhhhXXK ααβββττ +++=I  
Доказательство. Пусть ].,[ 21 ττXKf I∈  Тогда  f − 

многочлен, четный относительно каждого ijy ,  и  поэтому 
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3.  Докажем  сформулированную  в  п. 1  теорему. Из леммы 1 и 
равенства (6) работы [1] следует, что 
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],,,[ 321 hhhXK H ⊆                                       (2) 
и если  ,0=s  то  получаем  (a). 

Если 0>s  и строки матрицы  ∆  пропорциональны друг другу, 
то  из  (2)  и равенства  (9)  работы  [1]  получаем  (b). 

Если  2≥s  и строки матрицы ∆  не пропорциональны друг 
другу, но линейно зависимы над , то из (2) и равенств (11) и (12) 
работы [1] получаем  (e). 

Если 2>s  и строки матрицы ∆  линейно независимы над , но 
все миноры третьего порядка этой матрицы равны 0, то из [3], 
равенств (11) и (12) работы [1], а также леммы 1, получаем (f). Если 
же хотя бы один минор третьего порядка матрицы ∆  не равен 0, то из 
равенства (13) работы [1] получаем (i). 

Если 2=s ,  а  112211 θξθξ −  и 221122 θξθξ −  взаимно просты, то из 
равенства  (11)  работы [1],  а также  леммы 1,  получаем  (h). 

Если  2=s , но ни одно из  условий (b), (e), (f), (h) не вы-
полнено, то из леммы 1 и равенств (11) и (14) работы [1] получаем (g). 

Допустим теперь, что  1=s ,  но условие (b) не выполнено. 
Тогда если 12111   ,  , θξξ  линейно зависимы, то из (2) и равенства (9) 
работы [1], используя лемму 4, получаем (c); в противном случае 
(используя  леммы  2 и 3)  получаем  (d). 

Замечание. В случаях (g) и (i) кольцо HK  вырожденно  [1], и 
поэтому группа H  действует  лишь на цилиндрических алгебраи-
ческих поверхностях; в случае (e) группа H  является собственной 
подгруппой группы, сохраняющей все инварианты  группы H , но 
порожденной лишь одним квадратичным множеством отражений.  
При выполнении указанных в [3] условий,  в остальных случаях  

U
3

1=i
iM  − множество всех отражений, сохраняющих каждый инвариант 

группы H ,  а  в случае  (e)  кольцо  HK   невырожденно. 
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