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ОЦЕНКИ РАЗРЫВА ДВОЙСТВЕННОСТИ ДЛЯ ЗАДАЧ 

ОПТИМАЛЬНОГО РАЗБИЕНИЯ 
 

 Для непрерывной многопродуктовой задачи оптимального разбиения мно-
жества n-мерного евклидового пространства на подмножества с неизвестными 
координатами центров при ограничениях в форме равенств и неравенств построе-
ны 4 оценки разрыва двойственности. 
 
 Большой класс практических задач, возникающих в области эко-
номики, техники, физики и химии, сводится в математической поста-
новке к непрерывным задачам оптимального разбиения множеств на 
подмножества с неизвестными координатами центров этих подмно-
жеств. В работе [1] предложен метод решения задач разбиения, осно-
вывающийся на сведении исходных бесконечномерных задач через 
функционал Лагранжа к конечномерным двойственным задачам. 
Часть искомых переменных являются решениями двойственных за-
дач. Остальные искомые  переменные выражаются в явном виде. В 
общем случае задачи разбиения не относятся к задачам выпуклого 
программирования, поэтому возможен разрыв двойственности [2]. 
При этом оптимальное значение двойственной задачи является лишь 
нижней гранью для оптимального значения прямой задачи. Построе-
нию оценок разрыва двойственности и посвящена настоящая работа, в 
которой продолжены исследования, начатые в [3]. 
 Перейдем к математической постановке непрерывной многопро-
дуктовой задачи оптимального разбиения множества на подмножества 
с неизвестными координатами центров при ограничениях в форме ра-
венств и неравенств. 
 Пусть Ω– ограниченное измеримое по Лебегу множество n–
мерного евклидова пространства E n . Измеримые по Лебегу 

подмножества j
N
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 Все возможные разбиения множества Ω на N  подмножеств по 
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 Требуется найти такие вектор-функцию )(⋅λ  и вектор координат 
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достигал бы минимального значения. 
Здесь T i  – выпуклые замкнутые ограниченные множества из nE ,  
Ni ,1= . Интегралы понимаются в смысле Лебега, .Np <  Функции 
)(xjρ  – действительные, ограниченные, измеримые для п.в. ,Ωx ∈  
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Перейдем от условия (1) к следующему ограничению:  

∑
=

× ≤≤=∈⋅=∈⋅
N

i

j
i

NM xxΩLΓ
1

2 11 )(0 ,)(:))(()({)( j
iλλλλ  

для п.в. ,Ωx ∈  Ni ,1= , },Mj 1= .                               (6) 
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В работе [1] установлено, что множество оптимальных решений 
задачи (2)–(6) включает все оптимальные решения задачи (1)–(5). По-
этому перейдем к исследованию задачи (2)–(6). 
 Построим функционал Лагранжа  
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С помощью функционала Лагранжа переформулируем задачу 

(2)–(6) следующим образом: 
минимизировать  на TΓ ×  

Ψψ∈
sup  )},),(({ ψτλ ⋅L .                     (7) 

Двойственная задача к прямой задаче (7) имеет вид 
максимизировать на Ψ   
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 Обозначим через υ  и υ  оптимальные значения прямой и двойст-
венной задач, то есть 
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где переход от inf и sup к max и min допустим благодаря существова-
нию решений задач (7) и (8). 
 При построении оценок разрыва двойственности для задач (7) и 
(8) в приведенных ниже теоремах 1 и 2 значения υ  и  υ  оцениваются 
с помощью решений более простых непрерывных задач оптимального 
разбиения, а именно: N  задач по размещению одного центра на Ω ; 
задачи разбиения без ограничений (3) и (4); задачи разбиения множе-
ства на подмножества с заданными координатами центров.  

Пусть  
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Теорема 1.  Для оптимальных значений задач (7) и (8) справедли-
во неравенство 
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Доказательство. Действительно, 
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где последнее неравенство имеет место ввиду того, что для любого 
набора ( ) 11 Ddd N ∈  ,...,  множеству 1Γ  принадлежит вектор-функция 
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Отсюда получаем неравенство (9). Теорема  1 доказана. 
Теорема 2.  Для оптимальных значений задач (7) и (8) справедли-

во неравенство 
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Доказательство  аналогично доказательству теоремы 1.  
Отметим, что неравенства из формулировок теорем 1 и 2 позво-

ляют оценивать не только разрывы двойственности, но и априорно 
оценивать оптимальные значения прямой и двойственной задач. 

При построении оценок разрыва двойственности для задач (7) и 
(8) в приведенных ниже теоремах 3 и 4 учитывалось, что допустимым 
решением задачи (7) может быть лишь пара TΓ ×∈⋅ )),(( τλ , удовле-
творяющая ограничениям (3) и (4).  
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Пусть Γ∈⋅)(*λ . Обозначим  
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Тогда оптимальные значения задач (7) и (8) связаны неравенством 
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Доказательство.  Действительно, 
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Отсюда получаем неравенство (10). Теорема  3 доказана. 
 Отметим, что оценка разрыва двойственности из теоремы 3 явля-
ется точной в том смысле, что при выполнении сильного соотношения 
двойственности )( υυ =  она равна 0. 
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Доказательство  аналогично доказательству теоремы 3.  
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