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ЭЛЕКТРОУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ МНОГОСВЯЗНОЙ  

ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ 
С ОТВЕРСТИЯМИ И ТРЕЩИНАМИ 

 
В работе [1] предложен метод решения плоской задачи электроупругости с 

применением обобщенных комплексных потенциалов. В статье [2] исследованы 
общие представления комплексных потенциалов для многосвязной области, при-
ведена методика вычисления коэффициентов интенсивности напряжений (КИН) и 
индукции. В данной статье получены общие выражения комплексных потенциа-
лов для многосвязной полуплоскости с отверстиями и прямолинейными трещи-
нами при любом их расположении и сочетании, исследовано электроупругое со-
стояние полуплоскости с одним эллиптическим отверстием или прямолинейной 
трещиной.  

 
§ 1. Постановка задачи. Рассмотрим нижнюю полуплоскость −S  

с прямолинейной границей 0L , ослабленную отверстиями с контура-

ми −
lL  ),( Ll 1=  и находящуюся в условиях обобщенного плоского 

электроупругого состояния. Будем считать, что на контурах отверстий 
−
lL  заданы внешние воздействия в виде распределенных усилий или 
зарядов или и тех, и других; во внутренних точках ),( Iizi 10 =  области 

−S  действуют сосредоточенные силы или заряды. На конечной части 
прямолинейной границы 0L , обозначаемой ''L , заданы внешние воз-
действия, на остальной части 0L  усилия и индукция отсутствуют 

)( 0=== yyxy Dτσ . На бесконечности вращение отсутствует (угол 

поворота 03 =∞ω ) и задано однородное напряженное состояние, при-
чем в силу незагруженности на бесконечности границы полуплоско-
сти 0=== ∞∞∞

yyxy Dτσ . 
§ 2. Основные соотношения для комплексных потенциалов. 

Определение электроупругого состояния рассматриваемой полуплос-
кости сводится к нахождению производных комплексных потенциа-
лов ( )31,)( =Φ kzkk  из граничных условий на 0L  и −

lL  [2] 

( ) ( )tfzg li
k

kkkik
=Φ′∑

=

3

1

02 δRe    ),,( 321=i ,                  (2.1) 

где 
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( ) ( )xnyn kk coscos µδ −= ;                                    (2.2) 

              ,,, kkkkkk ggg 4
0

32
0
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0
1 λλλ ===  

( ) ( ) ( ) lnllnllnl DtfYtfXtf === 321 ,,                      (2.3) 

в случае первой основной задачи 
              kkkkkk gqgpg 8

0
3

0
2

0
1 ,, λ=== , 

( ) ( ) ( ) lnll
l

ll
l

l Dtfny
ds
dvtfnx

ds
dutf ==±= 33

*

23

*

1 ,cos,cos ωω m    (2.4) 

для второй основной задачи; kµ  – корни известного характеристиче-
ского уравнения [1 – 3]; n  – внешняя нормаль; kiλ , kp , kq  – постоян-
ные, зависящие от материала полупространства; lnln YX ,  и lnD  – ком-
поненты соответственно внешних усилий и электростатической ин-
дукции на контуре −

lL ; ** , vu  – заданные значения перемещений; l3ω  – 

поворот контура −
lL  как целого. 

После определения производных комплексных потенциалов ха-
рактеристики электроупругого состояния вычисляются по формулам 
[1 – 3] 

( ) ( ) ( );,,Re,, ∑
=

Φ′=
3

1
6212

k
kkkkkxyyx zλλλτσσ                                       (2.5) 

( ) ( ) ( ) ( );,,,,Re,, 00303

3

1

02 ϕωωϕ vxuyzrqpvu
k

kkkkk ++−+Φ= ∑
=

    (2.6) 

( ) ( ) ( );,Re, ∑
=

Φ′=
3

1
872

k
kkkkyx zDD λλ                                                     (2.7) 

( ) ( ) ( ),,Re, ∑
=

Φ′−=
3

1

002
k

kkkkkyx zrrEE µ                                                   (2.8) 

где −0
kr постоянные, зависящие от материала полупространства; 

−++− 0303 vxuy ωω , жесткие перемещения полуплоскости как цело-
го; −0ϕ нулевой уровень потенциала электростатического поля. 

Функции )( kk zΦ  определены в нижних полуплоскостях −
kS , по-

лучаемых из заданной области −S  аффинными преобразованиями 
yxz kk µ+= . Области −

kS  так же, как и −S , являются многосвязными 
нижними полуплоскостями, ограниченными контурами −

lkL , соответ-

ствующими −
lL  при указанных аффинных преобразованиях. В общем 
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случае бесконечной многосвязной полуплоскости производные ком-
плексных потенциалов имеют вид 

( ) ( ) ( ) )(''''
kkkkkkkkk zzzAz 10 Φ+Φ++Γ=Φ .                      (2.9) 

Здесь [3, 4] kΓ  – постоянные, определяемые из системы 

( )∑
=

=Γ−
3

1
876212

k
kkkkkkkkk pq µλλλλλ ,,,,,Re ( )0000 ,,,,, ∞∞

xx Dσ ;    (2.10) 
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zz
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;                                (2.11) 

lkA  – коэффициенты, удовлетворяющие системе 

( ) 





=∑
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826 ,,,,,,,,,,Re
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λλλ lll

k
klkkkkkk

QYXAirqp ;   (2.12) 

ll YX ,  и lQ  – соответственно компоненты главного вектора внешних 
усилий и суммарный заряд на контуре −

lL ; lkz  – точки внутри −
lkL , со-

ответствующие при аффинных преобразованиях произвольным точ-
кам lz  внутри −

lL ; 0
kiA  – коэффициенты, удовлетворяющие системе, 

получаемой из (2.12) заменой lllkl QYXA ,,,  на 0000
iiiki QYXA ,,,  соот-

ветственно; 00
ii YX ,  и 0

iQ – компоненты сосредоточенной силы и со-
средоточенного заряда в точке ( )Iizi ,10 = ; ( )kk z'

0Φ  и −Φ )('
kk z1  

функции, голоморфные соответственно в нижних полуплоскостях и 
вне отверстий −

lkL , включая точки 0
kiz , соответствующие 0

iz . 
Учитывая, что на 0L  имеют место равенства xzk = ; 1=kδ , и вы-

ражая из (2.1) функции )('
kk zΦ  через сопряженные, получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kkkkkkkkkkkkk zhzezszrz +Φ′−Φ′−Φ′−=Φ′ ++++++ 222111 ,    (2.13) 
где 

−+−= ++++++ 26182182228126 kkkkkkkkkr ,,,,,, ()([ λλλλλλλλ  

kkkkkkkk n/)]() ,,,,,, 1226221681628 ++++++ −+− λλλλλλλ , 
−+−= +++++++++ 26181218222812161 kkkkkkkkks ,,,,,,,, ()([ λλλλλλλλ  

kkkkkkkk n/)]() ,,,,,,, 12262216181628 +++++++ −+− λλλλλλλ , 
−+−= +++++++++ 26182218222812262 kkkkkkkkke ,,,,,,,, ()([ λλλλλλλλ  

kkkkkkkk n/)]() ,,,,,,, 12262216281628 +++++++ −+− λλλλλλλ , 
−+−−= ++++++ 26180182228120 kknkkkknk YXh ,,,,,, ()([ λλλλλλ  

kkkkknkk nD /)]() ,,,,,, 1226221601628 ++++++ −+− λλλλλλ , 

−+−= ++++++ 26182182228126 kkkkkkkkkn ,,,,,, ()( λλλλλλλλ  
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)() 1,22,62,21,681,62,8 ++++++ −+− kkkkkkk λλλλλλλ ;          (2.14) 
−k индекс, принимающий значения 1, 2, 3, причем значение индекса 

jk + , когда он больше 3, формально полагается равным j . 
Подставляя выражения (2.9) в граничные условия (2.13) и ис-

пользуя метод интегралов типа Коши, найдем выражение для 
)('

kk z0Φ . Учитывая это выражение, окончательно найдем общие пред-
ставления потенциалов (2.9): 
 +−−−+Γ=Φ ++++ )(')(')(')()(' '

kkkkkkkkkkkkkk zAezAszArzAz 2211  
)(')(')(')()( ,,

'
kkkkkkkkkkkkk zezszrzzf 122111110 ++++ Φ−Φ−Φ−Φ++ .  (2.16) 

где 

                           ( ) ( )
∫

′′ −
=

L k

k
kk zt

dtth
i

zf
π2
1

0 . 

§ 3. Общее решение задачи электроупругости для полуплос-
кости с отверстиями и прямолинейными трещинами. Пусть кон-
туры −

lL  являются эллипсами с полуосями ll ba ,  (рис.1). Тогда и −
lkL  

будут эллиптическими. Эллипсы −
lL  могут касаться, пересекаться, вы-

рождаться в прямолинейные разрезы, их дуги могут образовывать 
части контуров отверстий произвольной формы. Отнесем эллипс −

lL  к 
локальной системе координат lll yxO , начало которой совместим с 
центром эллипса и ось ll xO  направим по полуоси la . В этой системе 
параметрическое уравнение эллипса −

lL  записывается так: 
θcosll ax = ,   θcosll by = ,    πθ 20 ≤≤ ,                   (3.1) 

а в системе Oxy  имеет вид: 
lllll yxxx ϕϕ sincos −+= 0 ,   lllll yxyy ϕϕ cossin ++= 0 ,      (3.2) 

где −ll yx 00 , координаты центра −
lL  в системе Oxy ; −lϕ угол между 

положительными направлениями Ox  и ll xO . Тогда функции ( )kk z'
1Φ , 

голоморфные вне отверстий −
lkL , можно представить в виде следую-

щих рядов Лорана: 

∑∑
=

∞

=

=Φ
L

l n
knklnklkk zaz

1 1
1 )()(' ϕ ,   ),( Ll 1= .                      (3.3) 

Здесь 

( ) ( )∑
∞

=
− −

−=
1

21
n lklklk

n
lk

knkl mR
nz
ζζ

ϕ ;                                (3.4) 

−)( klk zζ переменные, вычисляемые из неявных зависимостей 
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lkllk yxz 000 µ+= , 
( ) ( )

2
lklllkll

lk
CosSinibSinCosaR ϕµϕϕµϕ −++

= , 

( ) ( )
lk

lklllkll
lk R

CosSinibSinCosam
2

ϕµϕϕµϕ −−+
= ;            (3.6) 

−nkla неизвестные коэффициенты, определяемые из граничных усло-
вий на контурах отверстий. 

На основании (3.3), (3.4) для комплексных потенциалов будем 
иметь 

( ) ( ) −−+=Φ′ ∑ ∑
=

∞

=

)({)( knklnklk

L

l n
knlknlkkkkk zarzazz ϕϕϕ

0 1
 

)}()( ,,,, knlknlkkknlknlkk zaezas 222111 ++++++ −− ϕϕ ,               (3.7) 
где 
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−+ lik ,ζ переменные, определяемые из неявных зависимостей 
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Используя метод наименьших квадратов [5], для определения ко-
эффициентов nlka  получаем следующую систему линейных алгебраи-
ческих уравнений: 

( −−− +++
= = =

∞

=
∑ ∑ ∑ ∑ prsprssprsprss

M

m s

L

r p
prsprssnlkm asarar ,,{ 111

1

3

1 1 1
ϕϕϕ  

−−+− +++ prsprssprsprssnlkmprsprss arasae ϕϕϕ (),, 222  

(∑∑
= =

++++++ +=−−
M

m s
sssnlkmprsprssprsprss zraeas

1

3

1
221111 )('}),,,, ϕϕϕ  

( )[ ]mlkmlkmlkmknlksssnlkm fgfgfgzzs 3
0
32

0
21

0
1 ++′++ ϕϕ )('  

( ),...,,,,, 21131 === nLlk .    (3.11) 
Здесь  
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( )( )0
2

0
3

0
2

0
2

0
1

0
1 rslkrslkrslkmknlknslkm ggggggzr ++′= ϕ , 

( )( )0
3

0
3

0
2

0
2

0
1

0
1 rslkrslksrlkmknlknslkm ggggggzs ++′= ϕ .           (3.12) 

После решения системы (3.11) по известным формулам [3] можно 
вычислять механические и электрические  характеристики (2.5) – (2.8) 
электроупругого состояния пьезоэлектрической полуплоскости. Если 
контур −

lL  вырождается в прямолинейный разрез – трещину, то мож-
но вычислять также коэффициенты интенсивности напряжений нор-
мального отрыва 1k , поперечного сдвига 2k  и индукции Dk  [3, 6]. 

§ 4. Исследование напряженного состояния полуплоскости с 
эллиптическим отверстием или трещиной. Проведены численные 

исследования распределе-
ния напряжений и измене-
ния коэффициентов интен-
сивности в пьезоэлектри-
ческой полуплоскости с 
эллиптическим отверстием 
с полуосями 11,ba  или 
трещиной длины 12b  
(рис.1), когда полуплос-
кость была изготовлена из 
материалов кристаллогра-
фического класса 2mm  
ромбической системы биф-
талата калия или рубидия 

                            Рис.1                                     [7, 8].  
Для бифталата калия (материал М1): 

 
11

11 1072629 −⋅= ,Ds ,      11
22 1018599 −⋅= ,Ds ,      11

33 1068309 −⋅= ,Ds , 
11

44 10535920 −⋅= ,Ds ,    11
55 10050016 −⋅= ,Ds ,    11

66 10082513 −⋅= ,Ds , 
11

12 1084344 −⋅−= ,Ds ,     11
13 104234,3 −⋅−=Ds ,   11

23 104849,0 −⋅−=Ds ( 1−Па ); 
16

16 105040,0 −⋅−=g ,    15
21 101579,0 −⋅−=g ,   16

22 105665,0 −⋅=g , 
16

23 109098,0 −⋅=g ,      16
34 104667,0 −⋅=g ( мФ / ); 

1679,011 =tβ ,                     2459,022 =tβ ,                 2591,033 =tβ ; 
i7571,06134,01 +=µ ,     ,12 µµ −=                        i2101,13 =µ . 

 
       Для бифталата рубидия (материал М2): 
 

11
11 103302,11 −⋅=Ds ,   11

22 109774,13 −⋅=Ds ,   11
33 101781,10 −⋅=Ds , 

1

1
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2/ 4/ 4/

θσ

a = 0,1

0,5

1,0

0

15

25

30

20

10

5

0

-5

1

11
44 103773,19 −⋅=Ds ,   11

55 106700,15 −⋅=Ds ,   11
66 109839,13 −⋅=Ds , 

11
12 103032,6 −⋅−=Ds ,   11

13 106732,3 −⋅−=Ds ,   11
23 104632,0 −⋅−=Ds ( 1−Па ); 

16
16 10−⋅= -0,2153g ,    15

21 10-0,2652 −⋅=g ,     15
22 101124,0 −⋅=g , 

15
23 101306,0 −⋅=g ,     16

34 103009,0 −⋅=g ( мФ / ); 
1857,011 =tβ         2605,022 =tβ         2565,033 =tβ ; 

i7634,07245,01 +=µ ,   ,12 µµ −=   i1979,13 =µ . 
Исследования проведены для трех способов загружения: растяжения 
на бесконечности усилиями px =∞σ , внутреннего давления интенсив-

ности q  на контуре отвер-
стия (берегах трещины) и 
равномерного давления 
интенсивности 0q  отрезке 
[–1, 1] границы полуплос-
кости. Приводимые ниже 
значения в таблицах и на 
рисунках даны с точно-
стью до интенсивности 
нагрузки, как множителя. 

           
 

                                     Рис.2 
                                                                                             Таблица 1 

Точки 

А В С D O E M 
                   

1a  
xσ  1k  yσ  xσ  1k  xσ  xσ  xσ  xσ  

2 2,05 – -0,60 6,15 – 3,29 0,44 2,65 2,35 
1 3,04 – -0,75 8,29 – 4,27 0,34 4,24 1,12 

0,5 4,96 – -0,86 11,26 – 5,21 -0,19 3,41 0,81 
0,1 20,11 – -0,99 32,27 – 4,89 0,17 2,49 0,74 
0,01 190,30 – -1,02 283,70 – 5,03 0,90 2,34 0,74 

310−  1892 1,2498 -1,02 2803 1,8486 5,06 0,99 2,32 0,74 
610−  2· 710  1,2487 -1,02 3· 710  1,8486 5,07 1,00 2,32 0,74 

 
В табл.1 даны значения напряжений в характерных точках растя-

гиваемой полуплоскости из материала М1 с эллиптическим отверсти-
ем в зависимости от длины горизонтальной полуоси эллипса 1a . При 
этом полуось 11 =b , а характерные точки имели координаты: 

( )10 bhA −−; , ( )haB −;1 , ( )cC −;0 , ( )20 /; cD − , );( 00O , );,( 050 1bE , 
);( 01bF , );,( 051 1bM , где −h расстояние от границы полуплоскости 
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до центра отверстия или трещины; −−= 1bhc ширина перемычки. Для 
случая, когда отверстие вырождается в трещину длины 12b , в табл.1  
даны также значения КИН 1k  (для рассматриваемого случая 

02 == Dkk ). На рис.2 изображены графики изменения нормальных 
напряжений θσ  вблизи контура отверстия на площадках, перпендику-
лярных к нему, в зависимости от центрального угла θ  отверстия, от-
считываемого от положительного направления оси Ox  против часо-
вой стрелки. Как следует из данных табл.1 и рис.2, с уменьшением 1a  
концентрация напряжений вблизи вертикальной оси эллипса и в зоне 
между отверстием и границей растет. При 00101 ,≤a  эллипс может 
считаться трещиной. 

 
 
Точки 

А В С D O E F M 
Ма-
те-
ри-
ал 

с 
xσ  yσ  xσ  xσ  yσ  xσ  xσ  xσ  xσ  

Растяжение на бесконечности 
2 2,62 -1,13 2,77 1,23 0,21 0,83 0,89 1,03 1,19 
1 2,71 -1,17 2,87 1,57 0,27 0,65 0,99 1,48 1,62 

0,5 2,82 -1,13 4,07 2,10 0,23 0,47 1,57 2,12 1,77 
0,1 3,04 -0,75 8,29 4,27 0,10 0,34 4,24 2,20 1,12 

M1 

0,01 3,18 -0,34 17,68 15,21 -0,02 12,75 3,24 0,95 0,38 
2 2,64 -0,98 2,79 1,22 0,18 0,85 0,89 1,01 1,16 
1 2,73 -1,01 3,22 1,55 0,26 0,66 0,97 1,45 1,61 

0,5 2,84 -0,97 4,07 2,11 0,24 0,46 1,55 2,11 1,80 
0,1 3,06 -0,65 8,37 4,33 1,10 0,37 4,28 2,23 1,16 

M2 

0,01 3,22 -0,30 18,07 15,54 -0.02 13,02 3,29 0,97 0,41 
Внутреннее давление на контуре отверстия 

2 0,56 0,70 0,63 0,45 -0,05 0,33 0,33 0,33 0,28 
1 0,57 0,93 0,80 1,02 -0,18 1,00 0,89 0,57 0,20 

0,5 0,58 1,27 1,08 2,00 -0,34 2,70 1,56 0,33 -0,24 
0,1 0,60 1,95 1,30 9,55 -0,47 17,74 -1,01 -1,69 -1,23 

М1 

0,01 0,79 2,45 55,67 67,99 -0,07 80,34 -10,4 -3,82 -2,14 
Равномерное давление на границе полуплоскости 

2 -0,19 0,82 -0,57 0,30 0,69 -0,79 -0,81 – 0,02 
1 -0,23 1,20 -0,89 0,82 0,64 -0,15 -0,46 – -0,28 

0,5 -0,27 1,56 -1,02 1,53 0,48 1,64 -0,28 – -0,71 
0,1 -0,33 2,04 -3,12 7,82 0,47 16,70 -4,64 – -1,09 

М1 

0,01 -0,21 2,30 45,66 59,54 0,94 71,50 -13,34 – -1,50 
 

 
В табл.2 для различных способов загружения полуплоскости с 

круговым отверстием единичного радиуса даны значения напряжений 
в тех же характерных точках, а на рис.3 изображены графики измене-
ния напряжений θσ  вблизи контура отверстия на площадках, перпен- 

 

Таблица 2 
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дикулярных к нему. Как сле-
дует из табл. 2. и рис.3, при 
уменьшении расстояния ши-
рины перемычки c  происхо-
дит увеличение концентрации 
напряжений около контура 
отверстия и в зоне между от-
верстием и границей полу-
плоскости. Особенно большая 
концентрация напряжений 
возникает в точках перемыч-
ки, близких к контуру отвер-
стия. 

                              Рис.3 
 

 
 
Точки 

А В С D O E F M 
Ма-
те-
ри-
ал 

с 
1k  yσ  1k  xσ  xσ  xσ  xσ  xσ  

Растяжение на бесконечности 
1 1,0692 -1,08 1,1159 1,46 1,00 1,23 1,48 1,36 

0,5 1,1204 -1,11 1,2473 1,95 1,00 1,99 1,64 1,19 
0,1 1,2487 -1,02 1,8486 5,07 1,00 2,32 1,13 0,74 

M1 

0,01 1,3764 -0,77 3,8204 29,80 1,00 1,55 0,67 0,43 
1 1,0733 -0,95 1,1224 1,45 1,00 1,19 1,48 1,40 

0,5 1,1266 -0,96 1,2582 1,93 1,00 1,95 1,71 1,24 
0,1 1,2581 -0,88 1,8703 5,00 1,00 2,42 1,19 0,76 

M2 

0,01 1,3878 -0,66 3,8637 29,25 1,00 1,62 0,71 0,44 
Внутреннее давление на берегах трещины 

1 1,0692 -1,08 1,1159 0,46 0 0,23 0,48 0,36 
0,5 1,1204 -1,11 1,2472 0,95 0 0,99 0,64 0,19 
0,1 1,2486 -1,02 1,8486 4,07 0 1,32 0,13 -0,26 

М1 

0,01 1,3763 -0,77 3,8203 28,80 0 0,55 -0,33 -0,57 
 Равномерное давление на границе полуплоскости 

1 0,0320 0,43 0,1217 0,55 -0,97 -0,96 – 0,02 
0,5 0,0774 0,52 0,3267 0,92 -0,97 -0,79 – 0,01 
0,1 0,1910 0,61 0,8520 2,64 -0,97 -0,64 – -0,13 

М1 

0,01 0,2764 0,75 1,9751 15,68 -0,97 -1,00 – -0,28 
 

 
Для полуплоскости с вертикальной трещиной единичной полудлины в 
табл.3 даны значения напряжений в характерных точках и. КИН 1k  
( 02 == Dkk ) в концах трещины для различных материалов и длин пе-
ремычек. Из результатов табл.3 следует, что при сближении трещины 
с прямолинейной границей значения напряжений в зоне между тре-

      Таблица 3
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щиной и границей полуплоскости и коэффициентов 1k  растут. При 
этом значения напряжений на берегах трещины изменяются незначи-
тельно. 

Как показывают исследования, на характер распределения на-
пряжений и их концентрацию значительно влияет “степень” анизо-
тропии материала полуплоскости. На значения же КИН влияние ани-
зотропии существенно, если  нагрузка действует на границе полу-
плоскости. Для других из рассмотренных нагрузок это влияние незна-
чительно. 

Как показывают исследования, на характер распределения на-
пряжений и их концентрацию значительно влияет “степень” анизо-
тропии материала полуплоскости. На значения же КИН влияние ани-
зотропии существенно, если  нагрузка действует на границе полу-
плоскости. Для других из рассмотренных нагрузок это влияние незна-
чительно. 
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