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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
 СВЕРХИНЕРЦИОННЫХ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ  
ЧЕРНОГО МОРЯ В ПРИБЛИЖЕНИИ β - ПЛОСКОСТИ 

 
Представлены новые результаты по численному моделированию сверх 

инерционных свободных колебаний Черного моря для переменного коэффициен-
та Кориолиса. 

 
В отличие от работы [1], в которой исследуются свободные коле-

бания Черного моря в предположении постоянства коэффициента Ко-
риолиса 00 2 ϕsinΩ=f , здесь будем считать его переменным, 

yff β+= 0 , где константа 002 ϕβ cos/ Ω= R , 0R – радиус Земли, Ω – 
угловая скорость вращения Земли, а ось 0=Y  декартовой системы 
координат расположена на географической широте 0

0 43=ϕ . Уравне-
ния теории мелкой воды с переменным коэффициентом Кориолиса 
такого вида известны в литературе [2],[3] как приближение β - плос-
кости. 

Получим уравнения колебаний свободной поверхности в при-
ближении -β плоскости. Будем предполагать, что для искомой часто-
ты  свободных колебаний ω  выполняется условие 

022 >≥− Cyf |)(| ω  для всех точек области G на плоскости XY . 
Тогда вывод дифференциальных уравнений и граничных условий, а 
также приведение их к безразмерному виду, проводятся аналогично 
случаю с постоянным коэффициентом Кориолиса [1]. В безразмерных 
переменных, при  ,0>α имеем следующие уравнения: 
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Уравнения и граничные условия содержат следующие безразмер-
ные величины: 

0

00

gH
lf

=α , 
0

0

gH
lω

λ = , 0
0

0 ϕβ ctg
R
l

=` , где α безразмерный коэф-

фициент Кориолиса, λ  – безразмерная искомая частота свободных 
колебаний, β̀  – безразмерный  бета-коэффициент. 

Существенной особенностью краевой задачи (1) – (2) является то, 
что переменные коэффициенты в дифференциальных операторах оп-
ределяются теперь не только глубиной ),,( yxH  но и зависят от 

22 )( α
λχ = , то есть от искомой частоты λ  свободных колебаний. Как 

сами уравнения (1), так и граничные условия (2) справедливы только 
для тех λ , для которых выполняется неравенство, следующее из усло-
вия  

                             022 >− |)(| ωyf , 
222 1 )`()( yβα

λχ +<=    для любой точки  Gyx ∈),( .        (3) 
Будем предполагать, что коэффициент ),( yxH , определяющий 

форму дна, непрерывно дифференцируем. Тогда для любого фиксиро-
ванного значения параметра χ , удовлетворяющего неравенству (3), 
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коэффициенты 
);(

),(
2χyD

yxH  и 
);(

),()`(
2

1
χ

β
yD

yxHy+ , входящие в уравнения, 

будут иметь непрерывные в области G  производные. 
Следуя работе [1] и считая χ  параметром, краевую задачу (1) – 

(2) рассматриваем как спектральную задачу в энергетическом про-
странстве )(GW 1

2  для самосопряженного операторного пучка, [4], 
02223 =++− ξχααχλλ )](M)E)(L(E[ .                         (4) 

Среди решений этого уравнения рассматриваем только те, кото-
рые удовлетворяют условию положительной ориентации, .),( 0>ξξM  
В этом случае (для фиксированного значения χ ) нормальный спектр 
пучка (4) содержится в трех интервалах вещественной оси ),( α−−∞ , 

),( α0 , ),( +∞α . В данной работе нас будут интересовать собственные 
значения λ , принадлежащие интервалу ),( α0 . 

Методом Галеркина на конечномерном пространстве кусочно-
линейных функций аппроксимируем уравнение (4) пучком матриц  

02223 =++− ξχααχλλ )](M)B)(L(B[ (N)(N)(N)(N) ,                  (5) 
где )(M  ),(L  ,B (N)(N)(N) 22 χχ  – симметричные матрицы размерности 

N , зависящие от параметра 
α
λ

χ = . 

Для вычисления собственных значений ),( αλ 0∈  уравнения (5), 
запишем его в эквивалентном виде 

,);();( ξλξχλχλ 222 =AAT                                 (6) 
и дополним ограничениями  

                                    
,

α
λ

χ = ,δχ −≤ 1
 

где ,` ayβδ = |,|max yya = .),( Gyx ∈  
Для приближенного решения задачи (6) применим следующий 

итерационный алгоритм. Занумеруем решения ),( αλ 0∈k  в порядке 
убывания их значений ...≥≥> 21 λλα  . Пусть имеется процедура  

),:);;(,,:(Pr kkрезультатAkданоA ξλχλχ1 ,  которая по заданному 
номеру k , значению χ  и матрице );( χλA  находит k -ое собственное 
значение kλ  и соответствующий собственный вектор kξ  уравнения 
(6). Далее:  

• задаем номер k  решения и начальное приближение ;: 0
kλλ =  

• вычисляем значение  ;:
a
λ

χ = если δχ −> 1  то полагаем 

;: δχ −= 1  
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• 1: );,);;(,(Pr kkAkA ξλχλχ1  (* нашли решение уравнения (6) *) 
• если  ελλ >− || k  то  

:};:;;:{ 111 наметкупереходтоеслиk δχδχ
α
λ

χλλ −=−>==  

• сохраняем решение kλ и kξ ; 
• конец алгоритма . 
Для изучения β - эффекта на длинные поверхностные волны 

Черного моря были проведены расчеты  при следующих значениях 
параметров. Ось OX декартовой системы координат была перенесена 

на широту .0
0 43=ϕ  Безразмерный параметр 053600

0

0 .` == ϕβ ctg
R
l

 
при 5

0 103 ⋅=l м, 6
0 106 ⋅=R м; 042880.=δ  и следовательно, должно 

выполняться неравенство 9570.≤χ . Вычислялись моды колебаний с 

периодами ITT > , где 
0

2
fTI

π= . Значение инерционного периода Η  
мин. Значения периодов ,kT 81,...,=k  собственных колебаний  оказа-
лись равными (в минутах): 

 
kT  1088.5 1088.7 1097.9 1114.9 1122.9 1147.2 1175.2 1206.8 
kχ  0.967 0.967 0.959 0.944 0.938 0.918 0.896 0.872 

 
Из приведенных значений kχ  видно, что неравенство 

95701 .=−≤ δχk  приближенно выполняется для 3≥k . Это означает, 
что свободные колебания с периодами 510881 .=T мин и 710882 .=T  
мин могут не существовать как приближенные решения спектральной 
задачи (1)–(2). 

Для сравнения приведем таблицу периодов, вычисленных при 
:0=β  

 
0

kT  1053.14 1062.3 1085.0 1111.2 1136.8 1153.47 1176.0 1208.4 
         
из которой следует, что влияние β  - эффекта ослабевает с увеличени-
ем порядкового номера периода  kT . 

На рис.1–4. Приведены линии уровней амплитуд для сверхинер-
ционных волн с порядковыми номерами 3=k  и 4=k . Расчеты про-
ведены при значениях 05360.` =β  и 0=β̀ . Линия уровня C  искалась 
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как решение уравнения )(),( minmaxmin AACAyxAm −+=  для значений 
C, указанных на рисунках, 10 << C ,при этом амплитуда волны в точ-

ке ),( yx  вычислялась по формуле 2
12

2
2

1 )],(),([),( yxyxyxAm ξξ += . 
 
 

 
 
Рис.1. Линии уровней амплитуды сверхинерционной волны с периодом  

чT 3183 .=  в приближении β - плоскости 
 

 
 
Рис.2. Линии уровней амплитуды сверхинерционной волны с периодом  

чT 1183 .= , вычисленной без учета β  - эффекта 
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Рис.3. Линии уровней амплитуды сверхинерционной  волны с периодом 
чT 6.184 = в приближении β - плоскости 

 

 
 
Рис.4. Линии уровней амплитуды сверхинерционной волны с периодом 
чT 5.184 = , вычисленной  без учета β - эффекта 

 
Основные результаты, полученные при математическом модели-

ровании сверхинерционных свободных колебаний Черного моря с 
учетом β  - эффекта заключаются в следующем. Существуют свобод-
ные колебания Черного моря с периодами 1098≥kT  мин (18.3 ч).  
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Вблизи инерционного периода IT  в диапазоне  17.5 – 18.5 часов сво-
бодные колебания могут не существовать. Заметно влияние β  - эф-
фекта на распределение амплитуды волны: амплитуда локализуется и 
ее наибольшие значения достигаются вдоль северо-западного побере-
жья Крымского полуострова. Приближения β  и f - плоскости суще-
ственно отличаются для волн с наименьшими порядковыми номерами 
k . С возрастанием номера k  это различие исчезает. 
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