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К РАСЧЕТУ ОПТИМАЛЬНОГО ПО ВРЕМЕНИ  
ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ДВУХЗВЕНЬЕВОЙ  РУКИ РОБОТА* 

 
Рассматривается вопрос о применении проекционно-итерационного метода 

к  решению  задачи  быстродействия  для  нелинейной  динамической  системы.  
Метод основан на идее конечно-разностной аппроксимации соответствующей 
краевой задачи принципа максимума на совокупности измельчающихся сеток и 
последующем решении сеточных уравнений методом стрельб с использованием 
градиентного метода. 

 
1.  Математическая модель.  Рассмотрим модель, описываю-

щую движение в горизонтальном плане сцепленной двухзвеньевой 
руки робота [3]. 

Геометрия руки изображена на рис. 1.  Рука состоит из двух 
  

Рис. 1    Геометрия руки 
 

звеньев (с массой mi  и длиной 
li , i=1,2) и груза массой  M, 

расположенного  в  конце  вто-
рого звена.  Движение руки 
описывается четырьмя статиче-
скими переменными:  )(tα   −  
угол локтя, )(tθ  − угловое вра-
щение первого звена,  )(t1ω , 

)(t2ω  −  угловая скорость пер-
вого и  второго звеньев соответ-
ственно. 

Управляющими переменными являются в момент времени t тяга 
двигателя )(tu1  для первого звена и  )(tu2  − для второго звена руки. 

Уравнения движения имеют следующий вид: 
1ωθ =′ , 








 −
+









−
=








′
′










2

21
2
112

2
212

2

1

2212

1211

u
uu

J
J

JJ
JJ

αω
αω

ω
ω

α
α

sin
sin

cos
cos

,        (1) 

12 ωωα −=′ . 
Здесь ijJ  ),,( 21=ji  обозначают моменты инерции массы: 
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отношению к оси плеча и оси локтя соответственно, J3  − момент 
инерции массы  M  груза по отношению  к  концу второго звена, 2a  − 
расстояние между центром тяжести второго звена и локтем. 

Переменные контроля являются ограниченными: 
max  )( ii utu ≤ ,     ,,21=i                                      (2) 

числовые данные имеют следующие значения: 
m1 = m2 = l1= l2 =1,   2a =0.5,   J1=J2 =1/3,   J3 =0,   max1u = max2u =1.    (3) 

С учетом (3) матрица в (1) оказывается неособенной, причем 

0     cos >−= α22
122211 JJJD .   (4) 

Задача состоит в том, чтобы отыскать управляющие функции 
),( ),( tutu 21  T  t ≤≤0 , такие, чтобы наконечник руки робота с коорди-

натами (см. рис. 1): 
)cos(l cos)( 2 αθθ ++= 1ltx ,     )sin(l sin)( 2 αθθ ++= 1lty  

передвигался в пределах промежутка длины L ( )2(l L 1 20 l+≤≤ )) за 
минимальное время. Математическая формулировка задачи: миними-
зировать функционал 

,)( TuF =       (5) 
Tt0  tu tutu ≤≤= )),(),(()( 21 , при условиях (1), (2)  и граничных усло-

виях 
00 =)(θ ,      000 21 == )()( ωω ,                             (6) 

021 == )()( TT ωω ,                                          (7) 
0  ))()(())()(())(),(),(( =−−+−= 222 000 LyTyxTxTT θααρ .    (8) 

Отметим, что начальное и конечное положения руки робота,  оп-
ределяемые величинами ),(0α  ),(Tα  и ),(Tθ  в отличие от [2] предва-
рительно не описаны, а значит, также являются управляющими пере-
менными для минимизации времени переноса. 

2.  Краевая  задача  принципа максимума.  Привлекая необхо-
димые условия теории оптимального управления [1],  выпишем крае-
вую задачу  принципа максимума Понтрягина с  условиями переклю-
чения. 

Дифференциальные уравнения (1) в соответствие с равенством 
(4) могут быть трансформированы в явную систему. Обозначим через 

,,,
1ωθα ψψψ

2ωψ  сопряженные переменные по отношению к θα  , , 1ω , 

2ω  соответственно. Тогда Гамильтониан и сопряженные дифференци-
альные уравнения имеют вид 

++−= 112 ωψωωψ θα )(H  
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где величина D определяется из (4), 
21 12221 ωω αψψ cosJJS −= ,    

12 1211 ωω αψψ cosJJS D −= .    (11) 
Определим также 

12 SSS D −= .                                          (12) 
Тогда в силу 0>D , 1S  и 2S  могут выступать в качестве переклю-
чающих функций по отношению к переменным  u1 и u2 . 

Система дифференциальных уравнений (10) вместе с уравне-
ниями (1) образуют основную систему для численного интегрирова-
ния. Путем стандартной замены независимой переменной 

ξ T t = ,     
t

T
∂
∂

=
∂
∂
ξ

                                    (13) 

эти уравнения трансформируются в систему с независимой перемен-
ной  ξ , изменяющейся на интервале 1   ≤≤ξ0 , и дополнительное три-
виальное уравнение 

0=
∂
∂ T
ξ

.                                                                  (14) 

Естественные граничные условия определяются в основном 
граничным условием (8)  и имеют согласно [3] следующий вид 
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Еще одно естественное граничное условие получается в соот-

ветствии со свободным финальным временем:  1−=−=
= T

FH Tt ∂
∂ ,  или 

с учетом  граничных условий (6) и (7)  
[ ] 02211 =++

=TtDuSuS .                              (16) 
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Вместе с условиями (15)−(16) краевая задача принципа максиму-
ма является формально полной: имеются девять дифференциальных 
уравнений первого порядка (1), (10), (14) и соответствующие им двух-
точечные граничные условия (6)−(8), (15), (16). 

Выражения для управляющих переменных имеют вид [3]: 
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Точки переключения r)  1,2,...,(k  =kτ  являются параметрами краевой 
задачи, которые определяются условиями переключения 

0=)( kiS τ ,       .,21=i                                 (18) 
3.  Приближенное  решение краевой задачи принципа макси-

мума. Ведем вектор-функцию , ,( 1ωθ=z  , ,αω 2 θψ ,ψ ω 2
,ψ ω 2

, T) ,αψ .  
Тогда краевая задача (1), (10), (14), (6), (7), (8), (15), (16) c условиями 
переключения (18) запишется в виде 

u)z,g(t, )( =′ tz ,       T  t ≤≤0 ,                            (19) 
),( )( ztutu k= ,      1+≤≤ kk t ττ ,    r ,..., , k 10= ,             (20) 

010 =))(),(( zzRk ,        n ,..., , k 21= ,                      (21) 
0=))(,( kkk zB ττ ,        r ,..., , k 21= .                      (22) 

Здесь n -мерная )( 9=n  вектор-функция )(tz  предполагается доста-
точно гладкой в подинтервалах [ ]1+kk ττ ,  и имеет односторонние пре-
делы по kτ  и 1+kτ . Точки переключения kτ ,  r ,..., , k 21= , являются па-
раметрами задачи и удовлетворяют условию: 

0 10 1 1= < < < < =+τ τ τ τ... r r . 
Для приближенного решения краевой задачи (19)-(22) будем 

применять  метод  стрельб  [1].   Условия (6), (7) однозначно опреде-
ляют  значения первых  3=m   компонент вектора  )(0z .  Зададим ка-
ким-либо образом остальные mns −=  компонент: iimz λ=+ )(0 , 

si ,...,,21= .   Тем самым каждому набору параметров ),...,,( sλλλλ 21=  
соответствует вектор ),...,,,,()()( szz λλλ 10 0000 == . Решая задачу Ко-
ши для системы (19) с начальным условием 

)(z)(z λ00 =                                          (23) 
на сетке  [ ]{ }1/Nh   ;N0,j  ,jht   : ,t jjh ===∈= 10ϖ  методом Эйлера, 
получим cеточную вектор-функцию hjj t   ),,t(z ϖλ ∈ , которая при 
любом выборе λ удовлетворяет граничным условиям (6), (7) (или, что 
то же самое, условиям (21) при  mk ,...,1= ). Для удовлетворения ос-
тавшимся граничным условиям (21) λ  следует выбрать из следующей 
трансцендентной системы уравнений: 

01 == ),...,()( sii λλϕλϕ ,     s,...,,i 21= ,                   (24) 
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где )),( ),(()( λλλϕ 10 zzR imi +≡ . Система (24), в частности, может быть 
сведена к эквивалентной задаче минимизации функции 

∑
=

=
s

i
i

1

2 )()( λϕλϕ                                         (25) 

конечного числа переменных λλλ =),...,( s1 . Тем самым краевая задача 
принципа максимума оказывается сведенной к задаче отыскания ми-
нимума функции (25) на всем пространстве E s . 

Задачу минимизации )(λϕ  на E s  будем решать градиентным 
методом, согласно которому итерационная последовательность при-
ближений строится по формулам 

,...,k    ,     ),( )()()()()( 1001 =>=′−=+ constkkkkk αλϕαλλ  .   (26) 
Для  )( λϕ  заранее известна величина 0==

∈
)(inf* λϕϕ

λ sE
, поэто-

му в равенстве (26) можно принять [1]  
2−

′−= )(/*))(( )()()( kkk λϕϕλϕα .  

Здесь ′ϕ λ( )  − градиент )( λϕ  в точке ),...,( sλλλ 1= . Частные произ-
водные функций ϕ λi( ) , необходимые при вычислении градиента, за-
меняются их конечно-разностными отношениями. Итерации (26) есте-
ственно продолжать до тех пор, пока не выполнится условие 

ελϕ <′ )( )(k ,       0>ε .                                (27) 
Рассмотрим проекционно-итерационную модификацию метода 

стрельб для решения задачи (19)-(22). Введем на отрезке 10 ≤≤ t  со-
вокупность “вложенных” вдвое сеток 

[ ]{ }nnnnjjh 1/Nh   ;N0,j  ,jht   : ,t 
n

===∈= 10ϖ ,            (28) 
01 >N ,  1,2,...n    ,NN nn ==+ 21 ,    

на  каждой  из  которых,  начиная  с  самой  грубой,  будем последова-
тельно реализовывать схему метода стрельб, описанную выше. При 
этом начальное значение ),...,( )()()( 0

1
0

11
0

1 sλλλ =  для набора параметров 
),...,( sλλλ 1= , доопределяющего неизвестные компоненты вектора 

)(0z , зададим лишь для первой из решаемых приближенных задач на 
сетке ϖ h1

.  Для каждой из последующих приближенных задач, рас-

сматриваемых на сетках 1,2,...)(n =
+1nhϖ , в качестве λ n+1

0( )  примем по-

следнее из приближений )(k
nλ , nk,...,,k 21= , построенных методом (26) 

на предыдущем шаге. Количество итераций k n , выполняемых для ка-
ждой приближенной задачи, определим как наименьшее целое k , 
удовлетворяющее условию (27), в котором ε положим величиной по-
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рядка разностной аппроксимации задачи (19)-(22) на сетке ϖ hn
:  

ε ε= =n nCh , 0>= constC .  Проекционно-итерационный процесс 
будем считать оконченным на шаге с номером pn = , если величина  

pεε =  в условии (27) отвечает требованиям необходимой точности.   
4.  Численный эксперимент. Численный расчет оптимального 

по времени перемещения двухзвеньевой руки робота выполнялся для 
набора данных (3) и значения параметра 1=L . Совокупность сеток 
(28) в проекционно-итерационном методе определялась величиной 
первоначального разбиения 31 =N  и для получения приближенного 
решения с точностью 0010,=ε  оказалась состоящей из 7=p   сеток с 
размерностью последней 192=pN . Начальное значение для λ  на 

первой сетке было принято следующим: ),,,,,()( 1000000
1 =λ .  Расчеты 

проводились на вычислительном центре Гамбургского университета 
(Германия) [4]. В ходе реализации проекционно-итерационного мето-
да для задачи (19)-(22) на сетках p1,2,...,n  ,

nh =ϖ , было выполнено в 

общей сложности 2810156420
1

=++++++=∑
=

p

n
nk   итераций. Вре-

мя счета при этом составило  .. секминt 371=  Для минимизируемого 
функционала (5) и точек переключения были получены следующие 
значения:  48371,=T ,   T⋅= 33330

1
,τ ,   T⋅= 552102 ,τ . 

Наряду с проекционно-итерационным методом к решению задачи 
(19)-(22)  применялся  обычный метод стрельб на одной сетке  ϖ h  с 
N=192.  При том же начальном значении ),,,,,()( 1000000

1 =λ  прибли-
женное решение задачи было получено с точностью 0010,=ε   за  62 
итерации, что потребовало .. секмин 357  машинного времени. Мини-
мальное значение функционала (5) составило  49081,=T ,  точки пере-
ключения   T⋅= 328101 ,τ ,   T⋅= 557302 ,τ   

Сравнение  результатов  обоих  методов  показывают  целесооб-
разность проекционно-итерационного подхода с точки зрения умень-
шения вычислительных затрат на построение приближений, а также 
точности получаемых приближенных решений. 
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