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ТОЖДЕСТВО КАЛМАНА В СИНТЕЗЕ МНОГОМЕРНЫХ ЛИ-

НЕЙНЫХ СИСТЕМ 
  

Для задачи аналитического конструирования регулятора предлагается реше-
ние в виде алгоритма, не содержащего уравнений Риккати. В целом ряде случаев 
это приводит к существенным вычислительным упрощениям. 
 

В статьях [1,2] показано, что для сингулярно возмущенных сис-
тем удается связать выбор весовой матрицы квадратического крите-
рия с грубыми оценками качества оптимальной системы, а именно, с 
характеристическим полиномом вырожденной системы. Последний в 
[1,2] назван  внешним полиномом возмущенной системы. Доказатель-
ство основного результата в [1,2] опирается на частотное тождество 
Калмана  [3]. В настоящей статье  тождество Калмана  предлагается 
как конструктивное средство синтеза, причем не только в асимптоти-
ческой постановке, но и в точной.  

Рассмотрим линейную стационарную систему 

      ,ubxAx +=&    0x0x =)( , 
,xCy =         (1) 

в которой: −x  n -вектор состояния, −u  скалярное управление, −y  r -
вектор выхода.  
Относительно системы (1) предположим, что пара ( ) −bA , управляема.  
Качество системы (1) будем оценивать с помощью квадратического 
функционала следующего вида 
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где весовая матрица Q  есть симметричная неотрицательно опреде-
ленная  ,CCQ T=  а −N матрица-строка размерности .n  Относительно 
критерия ρ  будем предполагать, что матрица NNQQ T−=~  является 
неотрицательно определенной. Пусть еще матрица Z  имеет такой же 
ранг, что и Q~ , удовлетворяет соотношению  ZZQ T=~ и пара −),( ZA  
наблюдаема. Тогда функционал ρ определен и может быть использо-
ван для синтеза устойчивой замкнутой системы на основе решения 
уравнений Риккати. Цель настоящей статьи – показать, что при над-
лежащем выборе весовых матриц указанного квадратического крите-
рия задача может быть решена значительно проще. 
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Для матрицы A  зададим коэффициенты ,iα ,,,, 1n10i −= L  ее 
характеристического полинома 
 .)(det 0

1n
1n

n ssAsI αα +++=− −
− K  

В этих условиях существует невырожденное преобразовниеL : 
LXx = , приводящее систему (1) к канонической форме: 

 ,,,, bLbCLCXCyubXAX 1
00000

−===+=&                           (2) 
причем     ( ) ,,,,,, nn0

T
1n10000 ebbJA ==−= −ααααα L   

 ( ),,,, )( 110 0 −= nnn eeJ L   где  −n вектор nke  при nk <<0  имеет 
на k -ом месте единицу, а остальные элементы – нули. 

Предположим, что матрица выхода в канонической системе име-
ет вид  ( )0cC 00 ,= ,     ( ))(,,, 1r001000 cccdiagc −= L , то есть, имеет блок в 
виде диагональной −× rr матрицы, а остальные элементы – нули. 
Управление  в системе (2) будем выбирать в следующем виде 

,)()()( tutUtu ∆+= где  .)()()( 1 txLtXtu −==∆ αα Подставляя это в (2), 
получим следующую задачу оптимизации по управлению U : для сис-
темы  

UbXJX 00 +=&       (3) 
найти управление, минимизирующее квадратический критерий  
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где .0
T
00 CCQ =  Решение сформулированной задачи аналитического 

конструирования регулятора хорошо известно [3] и имеет линейную 
форму: 

)()( tXDtU 0= .         (5) 
В рассматриваемом случае канонической системы это решение будет 
получено, если будет указан способ построения характеристического 
полинома оптимальной системы (3)–(5), то есть системы с управлени-
ем, решающим задачу (3)–(5). Запишем для оптимальной системы пе-
редаточные функции в разомкнутом состоянии 
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Матрицы здесь легко обращаются, в результате чего получим 

   ,)()( sRssW 0
n

0
−−= ,)( ∑

−

=

=
1n

0i

i
i00 sdsR  

 ,)(

)(




















−=

−
−

−

1r
1r0

01

00

n
0c

sc

sc
c

ssW
M

 



С.А. Дубовик 
_____________________________________________________________________________________ 

ISSN 0203-3755. Динам. системы, 2000, Вып. 16 30

где коэффициенты i0d  – элементы строки 0D , а −i0c элементы, стоя-
щие на диагонали блока .0c  

Для передаточной функции замкнутой системы )(sΦ  будем 
иметь 
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или, в соответствии с тождеством Калмана и структурой матриц в ка-
ноническом базисе, 
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где обозначено .)( ∑
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i00c scsR Полином, стоящий в знаменателе 

последней дроби, имеет только четные степени s . Поэтому и в соот-
ветствии с леммой о факторизации [4], существует единственный по-
лином )(s0χ n -го порядка с корнями, лежащими в левой полуплоско-
сти (устойчивый полином), для которого 
 =−−+ )()()( sRsR1s 0c0c

nn2 )()()( ss1 00
n χχ −− . 

Отсюда  и  из  предыдущего  факторизационного  равенства   следует 
основной результат: 

Оптимальная система (3)–(5) имеет характеристический поли-
ном .)(s0χ   

Таким образом, задача сводится к нахождению всех корней урав-
нения 

0sRsR1s 0c0c
nn2 =−−+ )()()( .      (6) 

Интерес вызывают случаи, когда эта задача решается особенно  
просто. Одна из возможностей появляется в системах с разделением 
движений, когда задача (6) оказывается связанной с вырожденной 
системой пониженной размерности. Другая, на которой мы и остано-
вимся в настоящей статье, представляет собой тот случай, когда 

T
1n0 eCLC γ==                                                                                (7)  

для некоторой константы 1R∈γ . Действительно, в этом случае в (6) 
2

0c0c sRsR γ=− )()(  и после замены переменной n1sp //γ= получим 

для передаточной функции )/()( /
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00 sp γΦ=Φ  следующее соотно-
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χγ
=Φ где полином 0χ  в данном случае оказы-

вается многочленом Баттерворта [4]. Легко показать, что матрицы ис-
ходного критерия ρ  вычисляются с помощью соотношений:  
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причем сформулированное выше условие существования критерия 
очевидно выполнено.  

Таким образом, по крайней мере при условии (7), представлен-
ный алгоритм может оказаться существенно проще традиционного 
решения, использующего матричное уравнение Риккати. 
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