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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ СТАТИКИ  
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 

 
Для системы дифференциальных уравнений статики упругих трансверсаль-

но-изотропных пологих оболочек найдено представление решения в виде степен-
ного ряда по параметру, характеризующему отличие формы срединной поверхно-
сти от сферической. Получены рекуррентные формулы, позволяющие решать 
краевые задачи методом малого параметра в произвольном приближении.  
 

1.Постановка задачи. Однородная система разрешающих диф-
ференциальных уравнений статики упругих трансверсально-
изотропных пологих оболочек представляется [1] в виде: 
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Здесь Δ – оператор Лапласа; Δk – дифференциальный оператор второ-
го порядка, зависящий от значений k1, k2  нормальных кривизн сре-
динной поверхности;  φ, χ, w – функция напряжений, функция попе-
речного сдвига и прогиб оболочки;  Е, ν, K – коэффициенты упругости 
материала оболочки; h – толщина оболочки; D = Ehc2, где c = 

)( 2112 ν−h . 
Параметр ε, характеризующий отличие формы срединной по-

верхности от сферической, вводим посредством зависимостей: 
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Заменой полугеодезических координат  r, θ  и функции напряжений ϕ: 

0cR
r

=ρ ,   ϑρξ cos= ,   ϑρη sin= ,   UEhc=ϕ ,         (1.2) 

систему дифференциальных уравнений преобразуется к виду: 
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.022 =−∇ χγχ                                            (1.4) 
Здесь 2∇ – оператор Лапласа в переменных  ;,ϑρ   δνγ )(/ −= 11 ;  

)/( 02KREhc=δ  – параметр, характеризующий влияние поперечного 
сдвига. Если 0=δ , то система (1.3) соответствует теории пологих 
оболочек, основанной на гипотезах Кирхгофа–Лява.  

В рамках классической теории построено представление реше-
ния [2], позволяющее решать краевые задачи методом малого пара-
метра в любом приближении. Аналогичное представление решения 
для трансверсально-изотропной пологой оболочки предлагается ниже 
на основе аналитического решения [3] для пологой сферической 
трансверсально-изотропной оболочки (система (1.3), (1.4) в случае 

0=ε ).  
 2.Уравнения метода малого параметра. Согласно методике 
работы [2] решение системы (1.3), (1.4) представляется в виде рядов 
Фурье. Ограничимся, как и в работе [2], симметрией, соответствую-
щей кручению оболочки: 
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Для коэффициентов в рядах (2.1) получается система обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 
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Решение системы (2.2) представляется в виде степенных рядов по 
параметру ε  
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Коэффициенты удовлетворяют бесконечной системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 
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Для начального приближения )( 0=l  система (2.4) является одно-
родной. Вид ее аналитического решения, зависит [3] от параметра δ, 
характеризующего влияние поперечных сдвигов. В диапазоне 

δ≤0 1<  решение, убывающее при ∞→ρ , может быть представлено 
в форме:  
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Здесь )()(
,
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, ,, 000

nnnnn MDC  – вещественные постоянные, )(
,
0
0na  – комплекс-

ная постоянная, определяемые из пяти граничных условий (при каж-
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дом значении n) для начального приближения; )( ρσnK 2 , )( ργnK 2  – 
функции Макдональда;  211 /)( δδσ −++= i , δνγ )(/ −= 11 . 

В предельном случае 1=δ начальное приближение имеет [3] вид: 
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где 5 вещественных постоянных )()(
,
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,
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быть определены из граничных условий для начального приближения. 
При  1>δ  начальное приближение записывается [3] в форме: 
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Здесь  12 −+= δδω  . 
 3.Представление решения. Рекуррентные формулы. Для сис-
темы обыкновенных дифференциальных уравнений (2.4) требуется 
найти такое представление решения, которое сохраняет свою форму 
после подстановки этого решения в уравнения (2.4). Тогда равенства 
между коэффициентами при одинаковых функциях приводят к рекур-
рентным зависимостям между коэффициентами. Форма общего реше-
ния неоднородной системы (2.4), как и форма решений (2.5)–(2.7) од-
нородной системы, зависит от параметра δ, характеризующего влия-
ние поперечных сдвигов. Соответственно получается три представле-
ния решения. 

Для интервала  10 <≤ δ : 
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Для предельного значения  1=δ : 
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Для интервала 1>δ : 
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Подстановка решения (3.1) в дифференциальные уравнения (2.4) 

приводит к  рекуррентным соотношениям между вещественными ко-
эффициентами степенного решения: 
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Рекуррентные формулы для комплексных коэффициентов при функ-
циях Макдональда имеют более сложное строение:  

 

),()
~~(~~~, )(

,
)(

,
)(

,
)(

,
)(

,
)(

, 01
2
1 1

1
21

1
22 −=+−== −

+
−−

− ljbbabab l
jn

l
jn

l
jn

l
jn

l
ln

l
ln σσσ , 

.),(,~)(~~
).(/)

~~()~~

~~(~)(,)()(

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

1112

532

4
1

2
11

1
31

1
41

1

1
1

41
1

1
11

61
11

21
11

4

1
11

41
11

1
11

54

−=+−−−

−+−+++

+=−+=−

+
−

−
−

+

−
−

−
+

−
−−

−
−+

−
−−

−
−+

−
−+

−
−−

ljajaa

bbaab

b
j

aaa
l

a

l
jn

l
jn

l
jn

l
jn

l
jn

l
jn

l
jn

l
jn

l
jn

l
jn

l
ln

l
ln

l
ln

σσδδ

σσσσ

σ
σσσ

 

 
Знаками тильды обозначены комбинации постоянных, получаемые по 
вспомогательным рекуррентным формулам:  
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В предельном случае )/,( 40 πσδ ==  классической теории по-
логих оболочек рекуррентные формулы (3.4), (3.5) совпадают с фор-
мулами, приведенными в работе [2] (с точностью до обозначений). 

Рекуррентные зависимости (3.4) между постоянными )(
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справедливы при любых значений параметра δ , и остается записать 
рекуррентные формулы для коэффициентов при функциях Макдо-
нальда. 

При значении 1=δ : 
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Здесь  )(

,
l
jnV  принимает значения  )(
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l
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На бесконечном интервале  1>δ  рекуррентные зависимости ме-
жду постоянными в представлении (3.3) принимают вид: 
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Здесь комбинаций )(
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(3.6). При этом в (3.6) следует заменить σ  наω . При вычислении 
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l
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l
jn FF  в (3.6) необходимо заменить  σ   на  .1−ω  

Эффективность рассматриваемого подхода продемонстрирована 
в работе [2] на примере краевой задачи для круговой цилиндрической 
оболочки, ослабленной круговым отверстием. 
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